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Основные понятия.

Определение-это предложение, в котором объект называется, и приводятся некоторые признаки, позволяющие отличить этот объект от других объектов.

Очень часто определение дается по родовому и видовому признакам, то есть вначале указывается, к какому классу ранее определенных понятий относится определяемое понятие, и затем приводятся отличительные признаки.
Аксиома-это предложение, в котором содержится некоторое утверждение, истинность которого не обсуждается.

Математическая теория-это совокупность определений, набор аксиом, на основании которых выявляются те или иные свойства объектов (теоремы).

Система аксиом не должна быть противоречивой, то есть из системы аксиом не может быть выделено некоторое свойство и свойство ему противоречащее.
Множества.

Понятие множества относится к неопределяемым понятиям.

Множество состоит из некоторых объектов различных и различаемых, которые называются элементами множества.
Например:

N- Множество натуральных чисел.

[image: image3.wmf]0

N

- множество натуральных чисел и 0.

Z- Множество целых чисел.

Q - Множество рациональных чисел. Множество Q так же можно представить в виде множества дробей [image: image4.wmf]q

p

, где  p и q – целые числа.
R- Множество действительных чисел.

Одинаковые элементы, входящие во множество, не различаются и считаются один раз.
Порядок элементов во множестве не определен.

Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым - Ǿ.
Способы задания множества:

1) Перечислением всех элементов множества. А={3,1,2,5}.
2) С помощью характеристического свойства. В={x [image: image5.wmf]Î

 R/ (x+3)<4} или 
В={x [image: image6.wmf]Î

 (-∞;1)}.
3) Процедурой.

Подмножества.

Пусть задано множество А. Множество В, состоящее из элементов множества А, называется подмножеством А.
Например. А={a, w, b, c} и В={w, a,b}, тогда В [image: image7.wmf]Ì

 А или А [image: image8.wmf]É

 В (В включается в А или А включается в В).

Множество А является собственным подмножеством.

Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым Ø.
Пустое множество является подмножеством любого множества.

Равенство множеств.

Два множества называются равными, если они состоят из одних и тех же элементов.

А={3, 2, а}. В={а, 3, а, 3, 2, а}. Имеем А=В.

Теорема. Множество А ровняется множеству В, если А является подмножеством В, а В является подмножеством А.
Доказательство:

1) Пусть х [image: image9.wmf]Î

 А и А [image: image10.wmf]Ì

 В. По определению подмножества х [image: image11.wmf]Î

 В. Так как х- произвольный элемент А, то все элементы множества А [image: image12.wmf]Î

 множеству В.

2) Пусть х [image: image13.wmf]Î

 В и В [image: image14.wmf]Ì

 А. По определению подмножества х [image: image15.wmf]Î

 А. Так как х- произвольный элемент В, то все элементы множества В [image: image16.wmf]Î

 множеству А.

3) Так как все элементы множества А [image: image17.wmf]Î

 множеству В, а все элементы множества В [image: image18.wmf]Î

 множеству А, то по определению равенства множеств А=В.

Что и требовалось доказать.

Все множества рассматриваются как подмножества некоторого универсального множества U.

Мощность множеств.

Количество элементов, входящих во множество, называется его мощностью.

Для бесконечных множеств говорить о количестве элементов не имеет смысла, но говорить о мощности множества можно.

Два множества называются равномощными, если существует метод, позволяющий каждому элементу одного множества поставить в соответствие элемент другого множества.

Пример:

Имеется множество натуральных чисел и имеется множество четных чисел. Равномощны ли они?

Ответ: Да.           1   2   3   4   5…

                             ↓   ↓   ↓   ↓   ↓

                             2   4   6   8   10…


Множества, равномощные множеству натуральных чисел, называются счетными.

[image: image2608.png]


Алгебра множеств. Операции над множествами.

Условимся U изображать в виде прямоугольника

[image: image2609.png]


[image: image2610.png]


 а множество А-                   (круги Эйлера-Венна).
[image: image2611.png]



                                  Рис.1. Множества А и U.

1).Объединение множеств.      А U B.

[image: image2612.png]


Объединением множеств А и В называется множество, состоящее из элементов, входящих или в А, или в В.

                           Рис.2. Объединение множеств.

2).Пересечение.      А∩В.

[image: image2613.png]


Пересечением двух множеств называется множество, состоящее из элементов, входящих и в А, и в В.
                                 Рис.3.Пересечение множеств.

3).Разность. А\B.

Разностью множеств А и В называется множество, состоящее из элементов, входящих в А, но не входящих в В.
[image: image2614.png]



                                   Рис.4.Разность множеств.

4) Дополнение. Ā.

[image: image2615.png]


Дополнением  множества А называется множество, состоящее из элементов не входящих в А.

                        Рис.5.Дополнение множества А.

Свойства операций.

1) Коммутативность.

          АUB=BUA.         A∩B=B∩A.
2) Ассоциативность.
           АU(BUC)=(AUB)UC.            A∩ (B∩C) = (A∩B) ∩C.

3) Дистрибутивность.

           А∩(BUC)=(A∩B)U(A∩C).   AU (B∩C) = (AUB) ∩ (AUC).

4) Законы Де-Моргана.
           [image: image19.wmf]AUB

=[image: image20.wmf]A

∩[image: image21.wmf]B

        [image: image22.wmf]B

A

I

 

=[image: image23.wmf]A

U[image: image24.wmf]B


5) AUA=A    A∩A=A

6) AUØ=A     A∩Ø= Ø
7) A[image: image25.wmf]U

U=U     A∩U=A

8) A[image: image26.wmf]U

A

=

U

     A[image: image27.wmf]=

A

I

 Ø
9) [image: image28.wmf]A

A

=


10) A\B=[image: image29.wmf]А

В

I

 

Доказательства.:

Аналитическое доказательство равенств множеств заключается в том, что доказывается, что левая часть равенства является подмножеством правой, и наоборот. И на основании теоремы о равенстве множеств следует, что равенства справедливы.
Введем обозначения для второго закона дистрибутивности:

D1=AU (B∩C)

D2= (AUB) ∩ (AUC)

1. Пусть х [image: image30.wmf]Î

 D1. Докажем, что х [image: image31.wmf]Î

 D2.

Так как х [image: image32.wmf]Î

 D1, то х [image: image33.wmf]Î

 объединению, то есть х [image: image34.wmf]Î

 А или х [image: image35.wmf]Î

 В∩C.

a) Пусть х [image: image36.wmf]Î

 А, тогда по определению объединения х [image: image37.wmf]Î

 AUB и поэтому же определению х [image: image38.wmf]Î

 AUC. Тогда по определению пересечения х [image: image39.wmf]Î

 (AUB)∩(AUC). То есть х [image: image40.wmf]Î

 D2.

b) Пусть х [image: image41.wmf]Î

 B∩C. Тогда по определению пересечения х [image: image42.wmf]Î

 B и х [image: image43.wmf]Î

 C.По определению объединения х [image: image44.wmf]Î

 AUB и х [image: image45.wmf]Î

 ВUС По определению пересечения х [image: image46.wmf]Î

 (AUB)∩(AUC), то есть х [image: image47.wmf]Î

 D2.

Так как х - произвольный элемент множества D1, то все элементы множества D1 являются элементами множества D2, то есть D1-подмножество D2.

2. Пусть у [image: image48.wmf]Î

 D2. Докажем, что у [image: image49.wmf]Î

 D1.

Так как у [image: image50.wmf]Î

 D2, то у [image: image51.wmf]Î

AUBи у [image: image52.wmf]Î

 AUC по определению пересечения.

a) Пусть у [image: image53.wmf]Î

 А, тогда по определению объединения у [image: image54.wmf]Î

 AU(B∩C)=D1.

b) Если у не принадлежит А, то у [image: image55.wmf]Î

 В и у [image: image56.wmf]Î

 С (так как у [image: image57.wmf]Î

 AUB и у [image: image58.wmf]Î

 AUC соответственно). По определению пересечения у [image: image59.wmf]Î

 B∩C. По определению объединения у [image: image60.wmf]Î

 AU(B∩C)=D1.

[image: image2616.png]


Так как у - произвольный элемент множества D2, то все элементы множества D2 являются элементами множества D1, то есть D2-под[image: image61.wmf]множество D1, а так как D1 является подмножеством D2, то D1=D2.Что и требовалось доказать.

                     Рис.6. второй закон дистрибутивности.

Разбиение множества на классы.

Пусть задано некоторое множество, например множество треугольников. В этом множестве выделим свойство[image: image62.wmf]a

 (например, быть прямоугольным). Тогда множество разбивается на два класса: прямоугольные и непрямоугольные.

Разбиение множества на классы (классификация) означает, что данное множество А разбивается на подмножества k[image: image63.wmf]m

k

k

,..,

,

2

1

 таких, что

1) Эти подмножества попарно не пересекаются, то есть 
 k[image: image64.wmf]=

j

i

k

I

Ø        (i, j=1,…m, i≠j)
2) Объединение всех подмножеств дает множество А

        [image: image65.wmf]A

k

m

i

i

=

=

U

1


3) Ни одно из подмножеств не пусто

 k[image: image66.wmf]i

≠ Ø

Пример: Пусть имеется А - множество всех грибов.
Свойства:

1) [image: image67.wmf]1

a

-быть съедобным грибом.

2) [image: image68.wmf]2

a

-быть трубчатым грибом.

Таким образом, с помощью этих свойств мы получаем 4 подмножества:


съедобные и несъедобные


трубчатые и не трубчатые
Такое разбиение классификацией не является, так как эти подмножества могут пересекаться, и пересечение не пусто.

Пусть В-множество съедобных грибов, а С - множество трубчатых.

[image: image69.wmf]1

k

=B∩C-съедобные и трубчатые.
[image: image70.wmf]2

k

=B∩[image: image71.wmf]С

-съедобные и не трубчатые.

[image: image72.wmf]3

k

=[image: image73.wmf]В

∩C-несъедобные и трубчатые

[image: image2617.png]


[image: image74.wmf]4

k

=[image: image75.wmf]В

∩[image: image76.wmf]С

-несъедобные и не трубчатые.

Рис.7.Разбиение на классы.

Декартово (прямое) произведение множеств
Пусть у нас имеется два элемента [image: image77.wmf]1

а

и [image: image78.wmf]2

а

. Пара ([image: image79.wmf]1

а

,[image: image80.wmf]2

а

)  называется упорядоченной. 1-ый элемент ее -[image: image81.wmf]1

а

, 2-ой-[image: image82.wmf]2

а

.
Пары ([image: image83.wmf]1

а

,[image: image84.wmf]2

а

) и ([image: image85.wmf]1

b

,[image: image86.wmf]2

b

) считаются равными, если [image: image87.wmf]1

а

=[image: image88.wmf]1

b

, а [image: image89.wmf]2

а

=[image: image90.wmf]2

b

;
Пара ([image: image91.wmf]1

а

,[image: image92.wmf]2

а

)=([image: image93.wmf]2

а

,[image: image94.wmf]1

а

), если только [image: image95.wmf]1

а

=[image: image96.wmf]2

а

.

Пусть заданы два множества
 А={[image: image97.wmf]1

à

,[image: image98.wmf]2

à

,…,[image: image99.wmf]n

à

} и В={[image: image100.wmf]1

b

,[image: image101.wmf]2

b

,…[image: image102.wmf]m

b

}.
Декартовым или прямым произведением множества А на множество В называется множество упорядоченных пар, 1-ый элемент которых принадлежит множеству А , а 2-ой множеству В.
Обозначается декартово произведение знаком Х.

Для данных множеств получим 

АхВ={([image: image103.wmf]1

à

,[image: image104.wmf]1

b

),([image: image105.wmf]1

à

,[image: image106.wmf]2

b

),…,([image: image107.wmf]1

à

,[image: image108.wmf]m

b

),…,([image: image109.wmf]2

a

,[image: image110.wmf]1

b

),…,([image: image111.wmf]n

à

,[image: image112.wmf]m

b

)}

Мощность декартового произведения равна nm.

Обозначение:  |A X B|=nm.

Пример:
 A= {1, 4} и В {2, 3, 4}. A X B={(1,2),(1,3),(1,4),(4,2),(4,3),(4,4)}

Геометрически каждой паре чисел соответствует точка координатной плоскости.

Пример1
[image: image2618.png]I





    Рис.8. Декартово произведение А Х В для конечных А и В.

[image: image2619.png]


Пример2

A={x[image: image113.wmf]Î

R, \ x [image: image114.wmf]Î

[-1; 2]}; 

 B={y[image: image115.wmf]Î

Z, \ y [image: image116.wmf]Î

[-3; 3]};

                             Рис.9. А х В, где А - непрерывное множество.

[image: image2620.png]]
WO——F=0



Пример 3.
A={x[image: image117.wmf]Î

R, \ x [image: image118.wmf]Î

[-1; 2]};  

B={y[image: image119.wmf]Î

R, \ y [image: image120.wmf]Î

[-3; +∞)};

Рис.10.Декатрово произведение А Х В. Оба множества непрерывны.

Декартова степень.

Если в качестве множества В в декартовом произведении выбрать множество А, мы будем говорить о декартовом квадрате.

А Х А=А[image: image121.wmf]2


            А Х А[image: image122.wmf]2

=А[image: image123.wmf]3


             …
             А Х А[image: image124.wmf]1

-

n

=А[image: image125.wmf]n


Набор n-элементов будем зазывать кортежем. 

Декартовым произведением n-множеств
  А[image: image126.wmf]1

х  А[image: image127.wmf]2

х  А[image: image128.wmf]3

х…х А[image: image129.wmf]n

будем называть множество упорядоченных кортежей, 1-ый элемент которых принадлежит множеству А[image: image130.wmf]1

, 2-ой множеству А[image: image131.wmf]2

 и т.д. 
Свойства Декартового произведения.

1) А Х В≠В Х А.
2) (А Х В) Х С≠А Х (В Х С).

3) А Х (В∩С)=(А Х В)∩(А Х С).

4) А Х (В[image: image132.wmf]U

С)=(А Х В) [image: image133.wmf]U

(А Х С).

5) (А∩В) Х С=(А Х С) ∩(В Х С).

6) (А[image: image134.wmf]U

В) Х С=(А Х С) [image: image135.wmf]U

(В Х С).
7) А Х (В\С)=(А Х В)\(А Х С).

8) (А\B) X C= (A X C)\ (B X C).

Доказательство свойства 3.:

Обозначим  А Х (В∩С)=D1 и (А Х В)∩(А Х С)= D2.

a) Пусть z [image: image136.wmf]Î

D1, z- элемент декартового произведения, z=(x,y), где х [image: image137.wmf]Î

А, а у [image: image138.wmf]Î

(В∩С), то есть у[image: image139.wmf]Î

В и у[image: image140.wmf]Î

С по определению пересечения. Тогда (x,y) [image: image141.wmf]Î

(АХВ) и (x,y) [image: image142.wmf]Î

 (АХС). По определению пересечения (x,y) [image: image143.wmf]Î

D2. Мы доказали, что D1-подмножество D2.

b) Пусть (x,y) [image: image144.wmf]Î

D2. Это означает, что (x,y) [image: image145.wmf]Î

(АХВ) и (x,y) [image: image146.wmf]Î

(АХС) по определению пересечения. Следовательно, х [image: image147.wmf]Î

А, а у[image: image148.wmf]Î

В и у [image: image149.wmf]Î

С. Так как у[image: image150.wmf]Î

В и у [image: image151.wmf]Î

С, то у [image: image152.wmf]Î

(В∩С). Следовательно, (x,y) [image: image153.wmf]Î

 D1. Значит, D2 является подмножеством D1.

По теореме о равенстве множеств D1= D2.

Что и требовалось доказать.
Остальные свойства доказывается аналогично предыдущему

Отношения.

Пусть заданы два множества А и В. Найдем А Х В.

Подмножество k[image: image154.wmf]Ì

А Х В называется отношением из множества А во множество В.
Отношения задаются знаками  =, <, >, [image: image155.wmf]³

£

,

     и  т.д.

Пример: 
А={2,3,4}, B={1,4,3}

A X B={(2,1),(2,4),(2,3),(3,1),(3,4),(3,3),(4,1),(4,4),(4,3)}
Выделим отношения  больше   >   [image: image156.wmf]1

k

={(2,1),(3,1),(4,1),(4,3)}

и меньше   <   [image: image157.wmf]2

k

={(2,4),(2,3),(3,4)}

[image: image2621.png]



                                       Рис.11. Отношение >.

Композиция отношений.
Пусть отношение [image: image158.wmf]1

k

[image: image159.wmf]Ì

А Х С и отношение [image: image160.wmf]2

k

[image: image161.wmf]Ì

С Х В.

Композицией этих отношений является отношение k=[image: image162.wmf]1

k

[image: image163.wmf]o

[image: image164.wmf]2

k

, где  k [image: image165.wmf]Î

A X B.

Композицией отношений из А в В называется множество пар (а,b) таких, что, а[image: image166.wmf]Î

А, b[image: image167.wmf]Î

B и существует такое с[image: image168.wmf]Î

С, что (а, с) [image: image169.wmf]Î

[image: image170.wmf]1

k

 и (с,b) [image: image171.wmf]Î

[image: image172.wmf]2

k

.

Пример:

А={2,3,4},  B={1,4,3}, С={2,5}

A X В={(2,1),(2,4),(2,3),(3,1),(3,4),(3,3),(4,1),(4,4),(4,3)}

A X C={(2,2),(2,5),(3,2),(3,5),(4,2),(4,5)}
C X B={(2,1),(5,1),(2,4),(5,4),(2,3),(5,3)}

Определим отношение 
>: [image: image173.wmf]1

k

[image: image174.wmf]Ì

A X C={(3,2),(4,2)} и отношение 
<  [image: image175.wmf]2

k

[image: image176.wmf]Ì

C X B= {(2, 4), (2, 3)}


Возьмем пару (3,2) [image: image177.wmf]Î

[image: image178.wmf]1

k

. В [image: image179.wmf]2

k

 есть пары, начинающиеся с 2. Это пары (2,4) и (2,3). Значит пары (3, 4) и (3, 3) войдут в композицию k.

Берем пару (4,2) [image: image180.wmf]Î

[image: image181.wmf]1

k

. В [image: image182.wmf]2

k

 есть пары, начинающиеся с 2. Это те же пары (2,4) и (2,3). Значит пары (4, 4) и (4, 3) войдут в k.

Получим k=[image: image183.wmf]1

k

[image: image184.wmf]o

[image: image185.wmf]2

k

=(k[image: image186.wmf]Î

AXB)= {(3, 4), (3, 3), (4, 4), (4, 3)}

Таким образом, для элемента (2,4) [image: image187.wmf]Î

 А Х В, в k войдут {(2,х), (у,4)}, где (2,х) [image: image188.wmf]Ì

[image: image189.wmf]1

k

, а 

(у,4) [image: image190.wmf]Ì

[image: image191.wmf]2

k

 для всех х и y.

Отношения на множестве.

Если в декартовом произведении в качестве множества В выбрать множество А ( то есть  А Х А= А[image: image192.wmf]2

), то отношение k из А[image: image193.wmf]2

 называется отношением на множестве.

Для отношений на множестве вводятся понятия:

· Обратное отношение-это множество пар (а,b) таких, что (b,a) [image: image194.wmf]Î

 А[image: image195.wmf]2

.
[image: image196.wmf]1

-

k


· Дополнение-это множество пар (а,b) [image: image197.wmf]Ï

 k.
[image: image198.wmf]k


· Тождественное отношение-множество пар (а, а) таких, что, а [image: image199.wmf]Î

А, 
I= {(a, a), a [image: image200.wmf]Î

 A}
· Универсальное отношение U={(a,b),a [image: image201.wmf]Î

A, b [image: image202.wmf]Î

А}
Виды отношений:

1) Инъекция.

Если каждый элемент множества А соответствует элементу из множества В, то отношение  f  называется инъективным.

[image: image2622.png]



                                                     Рис.12.Инъекция.

2) Сюръекция.

[image: image2623.png]


Если для каждого элемента y множества В существует элемент х [image: image203.wmf]Î

А, соответствующий элементу y, то такое отношение  f  называется сюръекцией.

                                                     Рис.13.Сюръекция.

3) Биекция.

Если для каждого элемента y[image: image204.wmf]Î

B существует ровно один элемент х[image: image205.wmf]Î

А, которому соответствует y , то такое отношение называется биективным.
Биективное отношение инъективно и сюръективно.

Биективное отношение имеет обратное отношение.

[image: image2624.png]



                                         Рис.14. Биекция.

Функции.

Пусть заданы множества А и В. Найдем А Х В.

Выберем отношение f [image: image206.wmf]Ì

 АХВ={([image: image207.wmf]1

à

,[image: image208.wmf]1

b

),([image: image209.wmf]2

à

,[image: image210.wmf]2

b

),…}, состоящее из пар таких, что [image: image211.wmf]i

à

≠[image: image212.wmf]j

à

, i=1,2,3,…., то есть отношение, в которой все первые элементы пар различны. Такие отношения называются функциями.
Способы задания:

А[image: image213.wmf]¾

®

¾

F

В;    f: A[image: image214.wmf]¾

®

¾

B;    b=f (a);   a f b.

Пример:  А={2,3,4}, B={1,4,3}

[image: image2625.png]


A X В={(2,1),(2,4),(2,3),(3,1),(3,4),(3,3),(4,1),(4,4),(4,3)}

[image: image2626.png]


Выделим: функции  [image: image215.wmf]1

f

={(2,1),(3,1),(4,1)} и    [image: image216.wmf]2

f

={(2,4),(3,1),(4,1)}

Рис.15.Функция[image: image217.wmf]1

f

.                                  Рис.16.Функция [image: image218.wmf]2

f

.

Комбинаторика.

Задачи, в которых требуется определить количество возможных операций, называется комбинаторными. Пусть имеется группа некоторых объектов [image: image219.wmf]1

à

,[image: image220.wmf]m
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,
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2

, которые мы будем называть элементами.

Из этой группы элементов будем образовывать подгруппы. Такие подгруппы будем называть соединениями.

Из этих соединений выделим классы, которые будем называть размещениями.

Размещения.

Размещениями из m-элементов по n называются соединения, каждое из которых содержит n элементов, взятых из данных m  и которые отличаются друг от друга или элементами, или их порядком.
Предполагается, что элементы водном размещении не повторяются.

Формула числа размещений без повторений.

Размещения из m по одному. Очевидно, что их число: А[image: image221.wmf]1

m

=m
Составим размещения по 2:

                     [image: image222.wmf]1

à
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            Итого:     А[image: image225.wmf]2

m

=m(m-1)
Размещения по 3:  В каждой строке будет (m-2) размещений

А 2m  -строк[image: image226.wmf]ï
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Ясно, что    А[image: image227.wmf]3

m

= А[image: image228.wmf]2

m

(m-2)=m(m-1)(m-2)
 А[image: image229.wmf]4

m

= m(m-1)(m-2)(m-3)

………………………………

А[image: image230.wmf]n

m

= m(m-1)(m-2)….(m-(n-1))        (  * )
Пример:

В группе 21 студент. Требуется выбрать старосту, профорга и физорга. Сколькими способами это можно сделать?

Решение:

Каждая тройка студентов может отличаться от другой тройки или распределением обязанностей, или хотя бы одним из студентов, то есть мы должны вычислить число размещений из 21 по 3:
 m=21, n=3.
 А[image: image231.wmf]3

21

=21*20*19=7980.
Другой вид формулы числа размещений.

Умножим числитель и знаменатель формулы ( * ) на (m-n)!  Получим
А[image: image232.wmf]n

m

=[image: image233.wmf]1
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                                          А[image: image234.wmf]n
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Каждое размещение содержит одно и то же количество элементов, взятых из данных m.
Перестановки.


Размещения из n-элементов  по n, каждое из которых отличается друг от друга только порядком элементов, называются перестановками.
Их число обозначается [image: image236.wmf]n

P

:
[image: image237.wmf]n

P

=А[image: image238.wmf]n

n

=n*(n-1)*(n-2)…..2*1,  то есть        [image: image239.wmf]n

P

=n!
Пример:

Сколькими способами могут сесть 6 человек на 6-местную лавочку?

Решение:

В данном случае каждое расположение лиц на лавочке отличается от другого расположения только порядком. Поэтому мы имеем дело с перестановками:
[image: image240.wmf]6

P

=6!=720.
Сочетания.


Сочетания - это размещения, каждое из которых отличается от других хотя бы одним элементом.

Другими словами: Сочетания - это соединения, содержащие n элементов из данных m, отличающиеся хотя бы одним элементом.

Число сочетаний С[image: image241.wmf]n

m

. Если мы имеем m- элементов, и из них составим всевозможные сочетания по n и внутри каждого произведем перестановку, то получим размещения.
С[image: image242.wmf]n

m

*[image: image243.wmf]n
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= А[image: image244.wmf]n
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 отсюда
                                              С[image: image245.wmf]n
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=[image: image246.wmf]n
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)!

(

!

n

n

m

m

-


Пример:

В группе 20 студентов. Требуется выбрать 5 делегатов на конференцию. Сколькими способами это можно сделать?

Решение:

Так как внутри каждой пятерки делегатов перестановки дают одну и ту же пятерку, то каждая пятерка должна отличаться от других хотя бы одним делегатом. В данном случае мы должны посчитать число сочетаний из 20 по 5:

С[image: image248.wmf]5
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=[image: image249.wmf]!
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20

=15504.

Свойства сочетаний.

1) С[image: image250.wmf]n

m

=С[image: image251.wmf]n

m
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, достаточно выписать формулы левой и правой части равенства.

2) С[image: image252.wmf]0
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=[image: image253.wmf]1
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, т.к. по определению 0!=1

3)    С[image: image254.wmf]0
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, т.к. по определению 1!=1
4) С[image: image256.wmf]k
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Доказательство:

С[image: image259.wmf]1

1

-

-

k

n

+ С[image: image260.wmf]k

n

1

-

= [image: image261.wmf]))!

1

(

1

(

)!

1

(

)!

1

(

-

-

-

-

-

k

n

k

n

+[image: image262.wmf])!

1

(

!

)!

1

(

k

n

k

n

-

-

-

= [image: image263.wmf])!

!*(

)

)!*(

1

(

)!*

1

(

k

n

k

k

n

n

k

n

-

-

-

+

-

= [image: image264.wmf])!

!*(

)

)!*(

1

(

k

n

k

k

n

k

n

-

-

+

-

 = [image: image265.wmf])!

!*(

)!*

1

(

k

n

k

n

n

-

-

= [image: image266.wmf])!

!*(

!

k

n

k

n

-

= С[image: image267.wmf]k
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Что и требовалось доказать.

4) С[image: image268.wmf]k
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Доказательство:
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Что и требовалось доказать.

Размещения с повторениями.

До сих пор мы рассматривали комбинации элементов, которые в каждой комбинации не повторялись. Рассмотрим размещения из m-элементов по n, в которых каждый элемент может повторяться. Такие размещения называются размещениями с повторениями: Ậ[image: image277.wmf]n

m

.
Рассмотрим задачу.

В лифт 9 этажного дома на 1-ом этаже  вошло 10 человек, каждый из которых может выйти на любом этаже, начиная со второго. Сколькими способами они могут выйти из лифта?
Решение:

Каждый из пассажиров может выйти 8 способами. Два пассажира могут выйти Ậ[image: image278.wmf]2

8

=8*8=8[image: image279.wmf]2

=64. Десять человек могут выйти Ậ810   = 8[image: image280.wmf]10

. 

Таким образом, так как каждый элемент попадает в комбинацию m  способами, где n комбинаций, то
                                                       Ậ[image: image281.wmf]n

m

=[image: image282.wmf]n

m

.

Задача о числе подмножеств данного множества.
Пусть имеется М={[image: image283.wmf]1

à

,[image: image284.wmf]n
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}. Пустое множество Ø входит в это множество как подмножество. Одноэлементные множества тоже. Поставим каждому подмножеству кортеж длиной n, состоящий из 0 и 1.

0-если соответствующий элемент не входит в подмножество.

1-если входит.

Например, подмножеству {[image: image285.wmf]4

2

,

a

a

} будет соответствовать кортеж 010100000….0000…

Для вех подмножеств получим (0,0,0,…0), (1,0,0,…0), (0,1,0,0,...,0)… (1,1,1,…1)

Кортежей столько, сколько подмножеств. Это размещения, состоящие из двух элементов (0 и 1) и отличающиеся друг от друга либо элементами, либо их порядком. Это размещения с повторениями из двух по n: Получим

Ậ[image: image286.wmf]n

2

=[image: image287.wmf]n

2

.

Таким образом,  мы доказали теорему:

Число подмножеств n-элементного множества равно [image: image288.wmf]n

2

.

Следствие: Так как число пустых подмножеств С[image: image289.wmf]0

n

(0)=1, одноэлементных-С[image: image290.wmf]1

n

=n, двухэлементных-С[image: image291.wmf]2

n

, трехэлементных-С[image: image292.wmf]3

n

, n-элементных С[image: image293.wmf]n

n

, то сумма [image: image294.wmf]å

=

n

k

1

С[image: image295.wmf]k

n

=[image: image296.wmf]n

2

.
Перестановки с повторениями.

Пусть мы имеем n элементов [image: image297.wmf]1

à

,[image: image298.wmf]n

a

a

a

,...,

,

3

2

, [image: image299.wmf]n

P

=n!. Пусть элемент [image: image300.wmf]1

à

 повторяется [image: image301.wmf]1

k

 раз, элемент[image: image302.wmf]2

à

-[image: image303.wmf]2

k

раз,…., [image: image304.wmf]n

à

-[image: image305.wmf]n

k

раз, где [image: image306.wmf]å

=

=

n

i

i

n

k

1

. Тогда число различных перестановок будет в [image: image307.wmf]1

k

! меньше за счет одинаковых элементов[image: image308.wmf]1

à

, в [image: image309.wmf]2

k

! раз меньше за счет одинаковых элементов [image: image310.wmf]2

à

,…и в [image: image311.wmf]n

k

! раз меньше за счет одинаковых элементов [image: image312.wmf]n

à

. Тогда число различных перестановок будет равно:                 [image: image313.wmf]n

P

([image: image314.wmf]1

k

,[image: image315.wmf]2

k

,…,[image: image316.wmf]n
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)=[image: image317.wmf]!
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Пример:
 Сколько различных перестановок можно составить из слова МОЛОТОК?

Решение:

[image: image318.wmf]1

k

(М)=1; [image: image319.wmf]2

k

(О)=3; [image: image320.wmf]3

k

(Л)=1; [image: image321.wmf]5

k

(Т)=1; [image: image322.wmf]7

k

(К)=1;

[image: image323.wmf]7

P

(1,3,1,1,1)= [image: image324.wmf]!
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=840.

Сочетания с повторениями.
Пример:

На почте имеются открытки четырех видов: красные, желтые, зеленые и синие. Требуется 10 открыток. Сколькими способами можно их скомбинировать?

Решение:

Пусть мы отобрали 4 красных, 2 желтых, 2 зеленых и 2 синих открытки. Составим кортеж из 0 и 1. Выпишем столько единиц, сколько красная открытка встречается в нашем наборе, и поставим 0: 11110. Затем добавим кортеж для желтых -110. Получим 11110110. Добавим кортеж для зеленых и синих открыток. В последнем 0 не ставим. Получим кортеж 1111011011011. В нем 10 единиц и 3 нуля. Общая длина кортежа – 13. Таких кортежей можно составить столько, сколько перестановок с повторениями из 13.
[image: image325.wmf]13

P

(10,3)= [image: image326.wmf]!

3

!*

10

!

13

=286 – это и будет число сочетаний с повторениями из 4 по 10.
[image: image327.wmf]13

P

(10,3)= [image: image328.wmf]13
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C

      Таким образом,      Ĉ[image: image329.wmf]=

10

4

[image: image330.wmf]13
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.

В общем случае.
Пусть мы имеем n элементов [image: image331.wmf]1

à

,[image: image332.wmf]n

a

a

a

,...,

,

3

2

, из которых создаются сочетания с повторениями, и каждое сочетание содержит k элементов. Составим кортеж, который запишем вначале столько единиц, сколько элемент [image: image333.wmf]1

à

 входит в сочетание, затем запишем 0. припишем кортеж из единиц и нуль для элемента [image: image334.wmf]2

a

 и т.д. без последнего нуля. Получим: 111…1011…10…11…1

Единиц – k. Нулей – n-1. Длина кортежа n+ k-1
Общее число сочетаний с повторениями 

 Ĉ[image: image335.wmf]k
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=[image: image338.wmf]1

-

+

k

n

k

C

,

 Итак,    Ĉ[image: image339.wmf]k
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=[image: image340.wmf]1
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Основы математической логики.

Высказывания.


Повествовательное предложение, относительно которого можно сказать истинно или ложно утверждение, заключающееся в этом предложении, называется высказыванием.

Например:

«Какая прекрасная погода!»- предложение не является высказыванием, так как оно не повествовательное.
«Белгород-столица РФ»,- высказывание ложное.

«Белгород- центр Белгородской области»,- высказывание истинное.

В дальнейшем высказывания мы будем обозначать малыми латинскими буквами, и нас будет интересовать истинно (1) или ложно (0) его значение.
Приведенные примеры- примеры простых высказываний. Но очень часто произносятся предложения сложной структуры.
Например:

«Для того чтобы два треугольника были равны, необходимо и достаточно, чтобы у них были соответственно равны три стороны ».
Для анализа подобных высказываний, а в дальнейшем для анализа правильности рассуждений, необходимо рассмотреть основные логические операции.
Основные операции над высказываниями.

1) Отрицание.

Высказывание [image: image341.wmf]р

, которое истинно, если р ложно, и ложно, если р истинно, называется отрицанием.

Таблица истинности:

	р
	[image: image342.wmf]р



	0
	1

	1
	0


Пример:

р - число 5 делится на 3. р = 0.
[image: image343.wmf]р

 - число 5 не делится на 3. [image: image344.wmf]р

 = 1.
2) Конъюнкция (логическое умножение).

Пусть даны два высказывания р и q. 
Конъюнкцией двух высказываний называется высказывание, которое истинно только тогда, когда истинны оба высказывания. 
Задается союзом И. Обозначение [image: image345.wmf]q

р

Ù

.
Таблица истинности:

	р
	q
	[image: image346.wmf]q

р

Ù



	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	0


Пример:

А) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.
Высказывание q: 15 делится на 5 - истина.

[image: image347.wmf]q

р

Ù

: 15 делится на 3 и 5.- это истинное высказывание

Б) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.

Высказывание q: 15 делится на 6 - ложь.

[image: image348.wmf]q

р

Ù

: 15 делится на 3 и 6.- это ложное высказывание

3) Дизъюнкция (логическое сложение).

Дизъюнкцией двух высказываний называется высказывание, которое ложно только тогда, когда оба высказывания ложны.
 Задается союзом ИЛИ. Обозначение 
[image: image349.wmf]q

ð

Ú

.
Таблица истинности:

	р
	q
	
[image: image350.wmf]q

ð

Ú



	1
	1
	1

	1
	0
	1

	0
	1
	1

	0
	0
	0


Пример:

А) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.

Высказывание q: 15 делится на 5 -  истина.


[image: image351.wmf]q

ð

Ú

: 15 делится на 3 или  5.- это истинное высказывание

Б) Высказывание р: 15 делится на 4 - ложь.

Высказывание q: 15 делится на 6 - ложь.


[image: image352.wmf]q

ð

Ú

: 15 делится на 4 или 6.- это ложное высказывание

В) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.

Высказывание q: 15 делится на 6 - ложь.


[image: image353.wmf]q

ð

Ú

: 15 делится на 3 или 5.- это истинное высказывание

4) Импликация.

Импликацией двух высказываний р и q называется высказывание, которое ложно только тогда, когда р – истинно, а q- ложно.
 ЕСЛИ р, ТО q. Обозначение [image: image354.wmf]q

р

®

.
Таблица истинности:

	р
	q
	[image: image355.wmf]q

р

®



	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	1

	0
	0
	1


Пример:

А) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.

Высказывание q: 15 делится на 5 -  истина.

[image: image356.wmf]q

р

®

: Если 15 делится на 3, то 15 делится на  5.- это истинное высказывание

Б) Высказывание р: 15 делится на 3 -  истина.

Высказывание q: 15 делится на 6 - ложь.

[image: image357.wmf]q

р

®

 Если 15 делится на 3, то 15 делится на  6.- это ложное высказывание

В) Высказывание р: 15 делится на 4 – ложь.

Высказывание q: 15 делится на 6 - ложь.

[image: image358.wmf]q

р

®

 Если 15 делится на 4, то 15 делится на  6.- это истинное высказывание

5) Эквиваленция.
6) Эквиваленцией двух высказываний р и q называется  высказывание, которое истинно, если оба высказывания принимают одинаковые значения.
 В словесной формулировке: тогда и только тогда; необходимо и достаточно; если и только если. Обозначение [image: image359.wmf]q

р

Û


Таблица истинности:

	р
	q
	
[image: image360.wmf]q

р

Û



	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


Пример:

р - треугольник равнобедренный.
q - углы при основании треугольника  равны.

[image: image361.wmf]q

р

Û

: Для того чтобы треугольник был равнобедренным необходимо и достаточно, чтобы углы при основании были равными.

7) Стрелка Пирса -  ↓. 

Логическая операция задается таблицей:

	р
	q
	р ↓ q

	1
	1
	0

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


Стрелка Пирса является отрицанием дизъюнкции.

8) Штрих Шеффера -  |.
Логическая операция задается таблицей:

	р
	q
	р | q

	1
	1
	0

	1
	0
	1

	0
	1
	1

	0
	0
	1


Штрих Шеффера является отрицанием конъюнкции.

Формулы.

Используя определенные выше логические операции (логические связки),  мы можем конструировать все более сложные высказывания, которые будем записывать в виде формул.
Дадим декларативное определение формулы.

1) 0 и 1 –это формула.

2) Простые высказывания (р) и  (q) есть формула.

3) Если ([image: image362.wmf]1

j

) и ([image: image363.wmf]2

j

 ) - формулы, то ([image: image364.wmf]1

j

) – формула; ([image: image365.wmf]1

j

)[image: image366.wmf]Ù

 ([image: image367.wmf]2

j

) - формула; ([image: image368.wmf]1

j

)[image: image369.wmf]Ú

 ([image: image370.wmf]2

j

) - формула; ([image: image371.wmf]1

j

)[image: image372.wmf]®

 ([image: image373.wmf]2

j

) – формула; ([image: image374.wmf]1

j

)[image: image375.wmf]Û

 ([image: image376.wmf]2

j

) – формула.
4) Других формул нет.

Пример:

([image: image377.wmf])

(

)

(

q

р

®

)[image: image378.wmf]Ú

([image: image379.wmf]q

)-формула.

Доказательство:

(р) и (q)-формулы (по 2), [image: image380.wmf])

(

)

(

q

р

®

- формула (по 3), ([image: image381.wmf])

(

)

(

q

р

®

)- формула (по 3), [image: image382.wmf]q

-формула (по 3), ([image: image383.wmf])

(

)

(

q

р

®

)[image: image384.wmf]Ú

[image: image385.wmf]q

-формула (по 3).

Соглашение о скобках.

1) Элементарные высказывания в скобки заключать не будем.
2) Будем считать, что отрицание связывает сильнее остальных операций, и поэтому скобок писать не будем.

3) [image: image386.wmf]Ù

связывает сильнее, чем[image: image387.wmf]Ú

, [image: image388.wmf]®

, [image: image389.wmf]Û

.

4) [image: image390.wmf]Ú

связывает сильнее, чем [image: image391.wmf]®

 и [image: image392.wmf]Û

.

5) [image: image393.wmf]®

 связывает сильнее, чем [image: image394.wmf]Û

.

Пример: 

Вместо ((р) [image: image395.wmf]Ú

 (q)) [image: image396.wmf]®

((r) [image: image397.wmf]Ù

 ([image: image398.wmf]q

)) пишем р [image: image399.wmf]Ú

q [image: image400.wmf]®

r [image: image401.wmf]Ù

 [image: image402.wmf]q

. Знак конъюнкции можно опускать: р [image: image403.wmf]Ú

q [image: image404.wmf]®

r[image: image405.wmf]q

.

Булевы функции.

Так как каждое высказывание задается на множестве {0,1}, то любая формула отображает свои значения  на множество {0,1}. Таким образом, формула логики высказываний определяет на множестве {0,1} логическую функцию со значениями 0,1. Эти функции получили название булевых.
Равносильные формулы.

Две формулы [image: image406.wmf]Φ[image: image407.wmf])

,...,

,

(

2

1

1

n

р

р

р

 и Φ[image: image408.wmf])

,...,

,

(

2

1

2

n

р

р

р

называются равносильными, если они принимают одинаковые значения при одинаковых наборах значений высказывательных переменных, входящих в эти формулы.

Обозначение равносильности: [image: image409.wmf]º


Пример:
Φ [image: image410.wmf]1

= [image: image411.wmf]q

р

®

 и Φ[image: image412.wmf]2

=[image: image413.wmf]р

[image: image414.wmf]Ú

q. 
Их таблицы истинности:
	р
	q
	Ф[image: image415.wmf]1

= [image: image416.wmf]q

р

®


	[image: image417.wmf]р


	Ф2 = [image: image418.wmf]р

[image: image419.wmf]Ú

q

	1
	1
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1


Сравнивая значения столбца Φ [image: image420.wmf]1

 и Φ[image: image421.wmf]2

, приходим к выводу, что Φ [image: image422.wmf]1

 равносильно Φ[image: image423.wmf]2

, то есть Φ [image: image424.wmf]1

[image: image425.wmf]º

Φ[image: image426.wmf]2

.
Основные равносильности.

1) [image: image427.wmf]р

[image: image428.wmf]º

р.

      Коммутативность:

2) р[image: image429.wmf]Ú

q[image: image430.wmf]º

q[image: image431.wmf]Ú

р.

3) [image: image432.wmf]q

ð

Ù

[image: image433.wmf]º

[image: image434.wmf]p

q

Ù

.
      Ассоциативность:

4) (р[image: image435.wmf]Ú

q) [image: image436.wmf]Ú

r[image: image437.wmf]º

р[image: image438.wmf]Ú

 (q[image: image439.wmf]Ú

r).

5) ([image: image440.wmf]q

р

Ù

)[image: image441.wmf]Ù

r[image: image442.wmf]º

р[image: image443.wmf]Ù

 (q[image: image444.wmf]Ù

r).
       Дистрибутивность:

6) р[image: image445.wmf]Ù

 (q[image: image446.wmf]Ú

r). [image: image447.wmf]º

[image: image448.wmf]q

р

Ù

[image: image449.wmf]Ú

р[image: image450.wmf]Ù

r.

7) р[image: image451.wmf]Ú

 (q[image: image452.wmf]Ù

r) [image: image453.wmf]º

(р[image: image454.wmf]Ú

q) [image: image455.wmf]Ù

 (р[image: image456.wmf]Ú

r).

       Законы Де-Моргана:

8) [image: image457.wmf]q

ð

Ù

[image: image458.wmf]º

[image: image459.wmf]ð

[image: image460.wmf]Ú

[image: image461.wmf]q

.
9) [image: image462.wmf]q

ð

Ú

[image: image463.wmf]º

[image: image464.wmf]ð

[image: image465.wmf]Ù

[image: image466.wmf]q

.

       Поглощение:

10) р[image: image467.wmf]Ù

р[image: image468.wmf]º

р.

11) р[image: image469.wmf]Ú

р[image: image470.wmf]º

р.

      Операции с 0 и 1

12) р[image: image471.wmf]Ù

0[image: image472.wmf]º

0.

13) р[image: image473.wmf]Ù

1[image: image474.wmf]º

р.

14) р[image: image475.wmf]Ú

0[image: image476.wmf]º

р.
15) р[image: image477.wmf]Ú

1[image: image478.wmf]º

1.

       Связь с отрицанием

16) р[image: image479.wmf]Ù

[image: image480.wmf]ð

[image: image481.wmf]º

0.
17) р[image: image482.wmf]Ú

[image: image483.wmf]ð

[image: image484.wmf]º

1.

       Связь импликации и   эквиваленции с другими операциями
18) [image: image485.wmf]q

ð

®

[image: image486.wmf]º

[image: image487.wmf]ð

[image: image488.wmf]Ú

q.

19) [image: image489.wmf]q

ð

Û

[image: image490.wmf]º

([image: image491.wmf]q

ð

®

)[image: image492.wmf]Ù

 ([image: image493.wmf]p

q

®

).
Доказательство этих равносильностей происходит путем построения таблиц истинности.
 Используются равносильности при  преобразованиях формул.
Пример преобразований с использованием равносильностей.:


[image: image494.wmf]q

ð

®

[image: image495.wmf]Û

r[image: image496.wmf]q

[image: image497.wmf]º

(снимаем эквиваленциию по 19)[image: image498.wmf]º

                                                       

[image: image499.wmf]º

(([image: image500.wmf]q

ð

®

)
[image: image501.wmf]®

r[image: image502.wmf]q

)(r[image: image503.wmf]q

[image: image504.wmf]®
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Решение логических уравнений.
Используя определения логических операций, мы можем решать логические уравнения. Общий принцип решения уравнения:

1) Задается некоторая формула, равная или 1, или 0.

2) Определяем какую операцию задает это уравнение, и затем в соответствии  с определением этой операции данное уравнение сводится к системе или совокупности уравнений.
3) Для каждого из этих уравнений повторяем действия 1 и 2 пока не дойдем до значений элементарных высказываний, а затем каждой из систем производим сопоставление полученных значений.

Например:  [image: image612.wmf]ð
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q =0.

Решение: 
  Импликация ложна, когда 
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Это приводит нас к системе  
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 Получим решение   
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Замечание1. Левую часть уравнения можно преобразовать, а затем решать получившееся уравнение. Иногда это упрощает дело.
Замечание2. Если уравнение имеет вид Ф!=Ф2, то следует рассматривать две 
системы  
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Виды формул.


Формула называется тождественно истинной (тавтологией), если она принимает значение 1 при любых наборах значений высказываний, входящих в эту  формулу.

Формула называется тождественно ложной, если она принимает значение 0 при любых наборах значений высказываний, входящих в эту формулу.


Если формула не тавтология и не тождественно ложная, то она называется выполнимой.

Пример: Установить вид формулы ([image: image622.wmf]q
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®
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Решение:

Построим таблицу истинности формулы:
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Ответ: формула- тавтология.

Связь равносильности ([image: image635.wmf]º

) и эквиваленции([image: image636.wmf]Û

).

Терема. Две формулы [image: image637.wmf]1

j

 и [image: image638.wmf]2

j

равносильны тогда и только тогда, когда формула [image: image639.wmf]1

j

[image: image640.wmf]Û
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j

- тавтология.

Доказательство:

Достаточность:

Пусть [image: image642.wmf]1
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1. Это означает, что при любых наборах высказывательных переменных, входящих в эквиваленцию, формулы  [image: image646.wmf]1

j

 и [image: image647.wmf]2

j

 принимают одинаковые значения. По определению равносильности [image: image648.wmf]1

j

[image: image649.wmf]º

[image: image650.wmf]2

j

.

Необходимость:

Пусть [image: image651.wmf]1
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. Это означает, что [image: image654.wmf]1
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 и [image: image655.wmf]2
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 принимают одинаковые значения при любых наборах высказывательных переменных. Но тогда по определению эквиваленции [image: image656.wmf]1
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=1, т.е. является тавтологией.

Нормальные формы.

Если формула содержит только элементарные высказывания и (или) их отрицания, между которыми стоит знак дизъюнкции ([image: image659.wmf]Ú

) , то эту формулу будем называть элементарной суммой.

Например:  [image: image660.wmf]1

j

= р[image: image661.wmf]Ú

q[image: image662.wmf]Ú
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.

Если формула является конъюнкцией ([image: image666.wmf]Ù

) элементарных высказываний и (или) их отрицаний, то она называется элементарным произведением.

Например:[image: image667.wmf]2

j

= рq[image: image668.wmf]r

[image: image669.wmf]q


Дизъюнктивная нормальная форма формулы (ДНФ).
Формула [image: image670.wmf]j

 считается приведенной к дизъюнктивной нормальной  форме, если она представлена в  виде дизъюнкции элементарных произведений. Это достигается путем преобразований данной формулы: снятие импликаций, эквивалетнций, отнесение отрицаний к элементарным высказываниям и использованием законов дистрибутивности.

Например:

[image: image671.wmf]j

= ([image: image672.wmf]q
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(снимаем импликацию) [image: image676.wmf]º
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qr)[image: image679.wmf]ð

[image: image680.wmf]r

[image: image681.wmf]º

 (по первому закону дистрибутивности) [image: image682.wmf]º
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 - это ДНФ.

Если каждое элементарное произведение ДНФ содержит хотя бы одно высказывание вместе со своим отрицанием, то эта формула - тождественно ложная.
 В нашем случае есть дизъюнктивные члены (первый), в которых это не выполняется, следовательно, эта формула не тождественно ложная.

Конъюнктивная нормальная форма (КНФ).
Формула [image: image689.wmf]j

 считается приведенной к конъюнктивной нормальной  форме, если она представлена в виде конъюнкции элементарных сумм.

Пример: ([image: image690.wmf]q
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  (снимаем импликацию) 
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 (снимаем двойные отрицания)
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(по второму закону дистрибутивности для второй конъюнкции) [image: image734.wmf]º
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       (по второму закону дистрибутивности для  первых конъюнкций) [image: image747.wmf]º
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r) 
– это КНФ..
Если каждая элементарная сумма, входящая в КНФ, содержит хотя бы одно высказывание вместе со своим отрицанием, то данная формула- тавтология.
В нашем примере так оно и есть, т.е. данная формула - тавтология

Таким образом, чтобы установить, к какому виду относится данная формула, нужно ее привести к ДНФ и КНФ.

Методы доказательства тавтологии:

1. Таблица истинности.

2. Приведение к КНФ.

3. Метод от противного.
Сущность 3-го метода заключается в том, что предполагается истинность противоположного утверждения, и на основании анализа формул мы получаем заключение о том, что она противоречит предположению. Это является доказательством того, что предположение ложно.
Пример:

Пусть имеется формула ([image: image769.wmf]q
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r) [image: image771.wmf]®

(р[image: image772.wmf]®

r).

Предположим, что эта формула не является тавтологией. Это значит, что существует некоторый набор значений элементарных высказываний, при котором левая часть импликации истинна, а правая ложна. Пусть это: р[image: image773.wmf]0

, q[image: image774.wmf]0

, r[image: image775.wmf]0

 
Получим систему
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     отсюда   
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Из 3 имеем р =1. тогда из 1 получим q0 =1, а из 2 получим  r0 =1.
В результате     r[image: image778.wmf]0

=1 и r[image: image779.wmf]0

=0.

Мы пришли к противоречию, следовательно, наше предположение ложно и формула – тавтология.

Совершенные нормальные формы.

Формулы х и [image: image780.wmf]х

 будем называть литералами, т.е. литерал – это или х, или[image: image781.wmf]х

. 

Если в ДНФ каждое элементарное произведение содержит все элементарные высказывания, но только в виде единственного литерала, то ДНФ называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ).

Например:[image: image782.wmf]1

F

=pqr[image: image783.wmf]Ú
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r является ДНФ, но не является СДНФ, т.к. во второе элементарно произведение не входит ни р, ни[image: image785.wmf]ð

. 

Формула [image: image786.wmf]2
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= pqr [image: image787.wmf]Ú
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 – СДНФ.

Формула [image: image790.wmf]3
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= pqr [image: image791.wmf]Ú

 [image: image792.wmf]q

rq – не СДНФ, т.к. во втором элементарном произведении содержится два литерала.

Теорема. Любая формула, отличная от 0, представима в виде СДНФ.

Доказательство:

Пусть Ф – формула, содержащая n литералов. Пусть ДНФ содержит элементарное произведение без литерала [image: image793.wmf]i
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 - литералы. Введем дизъюнкцию [image: image797.wmf]i
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Теперь каждое из элементарных произведений содержит все литералы. Поступая аналогично с другими элементарными произведениями, и, заменяя р[image: image810.wmf]ð

 нулем, получим СДНФ.

Что и требовалось доказать.

Пример 1.

Пусть [image: image811.wmf]1

F

= pqr [image: image812.wmf]Ú

 [image: image813.wmf]ð

q – ДНФ.

Приведем к СДНФ. Добавим 1 в виде дизъюнкции r [image: image814.wmf]Ú
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. Получим [image: image816.wmf]1
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 - СДНФ. 

Если каждая элементарная сумма КНФ формулы содержит все литералы по одному разу, то такая форма называется совершенной конъюнктивной нормальной формой (СКНФ).
Теорема. Любая формула может быть приведена к СКНФ.

Доказательство:

Если элементарная сумма не содержит литерал [image: image827.wmf]i

p

, то можно в нее ввести конъюнкцию [image: image828.wmf]i

p

 [image: image829.wmf]i

р

 и воспользоваться вторым законом дистрибутивности.

Пример 2. Пусть [image: image830.wmf]2

F

=(p[image: image831.wmf]Ú

q[image: image832.wmf]Ú

r) ([image: image833.wmf]ð

[image: image834.wmf]Ú

q) – КНФ.

Приведем к СКНФ. Добавим 0 в виде r[image: image835.wmf]r

. Получим 
[image: image836.wmf]2

F

=(p[image: image837.wmf]Ú

q[image: image838.wmf]Ú

r) ([image: image839.wmf]ð

[image: image840.wmf]Ú

q[image: image841.wmf]Ú

r[image: image842.wmf]r

)[image: image843.wmf]º

(p[image: image844.wmf]Ú

q[image: image845.wmf]Ú

r) ([image: image846.wmf]ð

[image: image847.wmf]Ú

q[image: image848.wmf]Ú

r) ([image: image849.wmf]ð

[image: image850.wmf]Ú

q[image: image851.wmf]Ú

[image: image852.wmf]r

) 
это –   СКНФ.
Восстановление формул.

Каждой формуле соответствует таблица истинности, следовательно, каждой таблице истинности соответствует некоторая формула. Возникает задача - для заданной таблицы истинности восстановить формулу, которой она соответствует. Этого можно достичь двумя способами:

С помощью СКНФ или с помощью ДНФ.

1. СКНФ.

В таблице истинности выделяются строки, в которых формула ложна. Каждой такой строке будет соответствовать единственная элементарная сумма КНФ. В эту сумму высказывание истинное будет входить с отрицанием, а высказывание, которое ложно - без отрицания. Это объясняется тем, что элементарная сумма должна быть ложной, а если в нее будут входить истинное высказывание, то она ложной не будет. Составляя СКНФ из этих строк, мы получим исходную формулу.

Пример: дана таблица

	
	р
	q
	r
	Ф

	1
	1
	1
	1
	1

	2
	1
	1
	0
	0

	3
	1
	0
	1
	1

	4
	0
	1
	1
	0

	5
	1
	0
	0
	1

	6
	0
	1
	0
	1

	7
	0
	0
	1
	0

	8
	0
	0
	0
	1


Так как  во 2-ой строке функция ложна, то должна быть ложна элементарная сумма. А элементарная сумма ложна тогда, когда каждый ее член равен 0.

Т. к. р=1,[image: image853.wmf]Þ

 [image: image854.wmf]ð

=0; и в дизъюнкцию должно входить [image: image855.wmf]ð

.
Т. к. q=1, [image: image856.wmf]Þ

[image: image857.wmf]q

=0; и в дизъюнкцию должно входить[image: image858.wmf]q

.
r=0- без отрицания.

Получим: [image: image859.wmf]ð

[image: image860.wmf]Ú

[image: image861.wmf]q

[image: image862.wmf]Ú

r. 
Аналогично 
Для 4-ой строки: р[image: image863.wmf]Ú

[image: image864.wmf]q

[image: image865.wmf]Ú

[image: image866.wmf]r


Для 7-ой строки: [image: image867.wmf]q

ð

Ú

[image: image868.wmf]Ú

[image: image869.wmf]r

. Тогда 
Ф=([image: image870.wmf]ð

[image: image871.wmf]Ú

[image: image872.wmf]q

[image: image873.wmf]Ú

r)(р[image: image874.wmf]Ú

[image: image875.wmf]q

[image: image876.wmf]Ú

[image: image877.wmf]r

)([image: image878.wmf]q

ð

Ú

[image: image879.wmf]Ú

[image: image880.wmf]r

).

2. СДНФ.

В таблице истинности выделяются строки, в которых формула истинна. Каждой такой строке поставим в соответствие элементарное произведение, которое должно быть истинно. В это произведение истинные высказывания входят без отрицания, а ложные - с отрицанием. Затем составляется дизъюнкция элементарных произведений.

Для нашего примера:

Ф = рqr[image: image881.wmf]Ú

р[image: image882.wmf]q

r[image: image883.wmf]Ú

р[image: image884.wmf]q

[image: image885.wmf]r

[image: image886.wmf]Ú

[image: image887.wmf]ð

q[image: image888.wmf]r

[image: image889.wmf]Ú

[image: image890.wmf]ð

[image: image891.wmf]q

[image: image892.wmf]r


Построение минимальной ДНФ.
Формула (булева функция) имеет минимальную ДНФ, если она содержит наименьшее количество литералов среди всех ДНФ, эквивалентных ей.

Пример:

ДНФ - [image: image893.wmf]1

х

[image: image894.wmf]2

х

[image: image895.wmf]Ú

[image: image896.wmf]1

х

[image: image897.wmf]2

х

 содержит 4 литерала, но она не является минимальной. Преобразуем ее ([image: image898.wmf]1

х

[image: image899.wmf]Ú

[image: image900.wmf]1

х

)[image: image901.wmf]2

х

=1*[image: image902.wmf]2

х

=[image: image903.wmf]2

х

. Получили один литерал.
Рассмотрим алгоритм  Квайна Мак-Клоски:

Пусть функция задана СДНФ и [image: image904.wmf]1

k

,[image: image905.wmf]2

k

 - два элементарных произведения, входящих в СДНФ. Пусть х -  литерал, такой, что [image: image906.wmf]1

k

=xk и [image: image907.wmf]2

k

=[image: image908.wmf]х

k. Тогда [image: image909.wmf]1

k

[image: image910.wmf]Ú

[image: image911.wmf]2

k

= хk[image: image912.wmf]Ú

[image: image913.wmf]х

k = (x[image: image914.wmf]Ú

[image: image915.wmf]х

)k = k. Мы получили элементарное произведение, содержащее на один литерал меньше.

Такая операция называется склейкой.
Пример:

Ф=pqr[image: image916.wmf]Ú

р[image: image917.wmf]q

r[image: image918.wmf]Ú

[image: image919.wmf]ð

[image: image920.wmf]q

[image: image921.wmf]r

[image: image922.wmf]Ú

[image: image923.wmf]ð

q[image: image924.wmf]r

[image: image925.wmf]Ú

[image: image926.wmf]ð

[image: image927.wmf]q

r. Произведем склейку 1й и 2й, а так же 3й и 4й элементарных произведений.

Ф= pr(q[image: image928.wmf]Ú

[image: image929.wmf]q

)[image: image930.wmf]Ú

[image: image931.wmf]ð

[image: image932.wmf]r

(q[image: image933.wmf]Ú

[image: image934.wmf]q

)[image: image935.wmf]Ú

[image: image936.wmf]ð

[image: image937.wmf]q

r[image: image938.wmf]º

pr[image: image939.wmf]Ú

[image: image940.wmf]ð

[image: image941.wmf]r

[image: image942.wmf]Ú

[image: image943.wmf]ð

[image: image944.wmf]q

r.
Решение логических задач.
В ряде задач приводится несколько высказываний относительно некоторого события, и имеются некоторые сведения  об их ложности или истинности. Требуется определить какое из событий имело место. Такие задачи называются логическими.

Задача:

В конкурсе участвовало 4 девушки: Оля, Нина, Марина и Тамара.
На вопрос о том, как распределились между ними места, были получены ответы:

Оля 1  -  Нина-2 ,           

Оля-2  -  Тамара-3,    
Марина-2  -  Тамара-4.

Известно, что хотя бы одна высказывание в каждом ответе истинно. Как распределились места?

Решение:

Введем обозначения:

О[image: image945.wmf]1

[image: image946.wmf]Ú

Н[image: image947.wmf]2

; О[image: image948.wmf]2

[image: image949.wmf]Ú

Т[image: image950.wmf]3

; М[image: image951.wmf]2

[image: image952.wmf]Ú

Т[image: image953.wmf]4

.

Тогда КНФ: (О[image: image954.wmf]1

[image: image955.wmf]Ú

Н[image: image956.wmf]2

) (О[image: image957.wmf]2

[image: image958.wmf]Ú

Т[image: image959.wmf]3

) (М[image: image960.wmf]2

[image: image961.wmf]Ú

Т[image: image962.wmf]4

) [image: image963.wmf]º

1, т.к. Каждое из элементарных сумм истинно.
 Преобразуем в  ДНФ, раскрывая скобки:

(О[image: image964.wmf]1

[image: image965.wmf]Ú

 Н[image: image966.wmf]2

) (О[image: image967.wmf]2

 М[image: image968.wmf]2

[image: image969.wmf]Ú

 О[image: image970.wmf]2

 Т[image: image971.wmf]4

 [image: image972.wmf]Ú

Т[image: image973.wmf]3

 М[image: image974.wmf]2

 [image: image975.wmf]Ú

 Т[image: image976.wmf]3

 Т[image: image977.wmf]4

) [image: image978.wmf]º


(т.к. О2 М 2 =0 и Т3Т4=0) [image: image979.wmf]º

(О[image: image980.wmf]1

[image: image981.wmf]Ú

 Н[image: image982.wmf]2

) (О[image: image983.wmf]2

 Т[image: image984.wmf]4

 [image: image985.wmf]Ú

 Т[image: image986.wmf]3

 М[image: image987.wmf]2

)[image: image988.wmf]º

      (раскрываем скобки) [image: image989.wmf]º


· О[image: image990.wmf]1

 О[image: image991.wmf]2

 Т[image: image992.wmf]4

 [image: image993.wmf]Ú

 О[image: image994.wmf]1

 Т[image: image995.wmf]3

 М[image: image996.wmf]2

 [image: image997.wmf]Ú

 Н[image: image998.wmf]2

 О[image: image999.wmf]2

 Т[image: image1000.wmf]4

 [image: image1001.wmf]Ú

 Н[image: image1002.wmf]2

 Т[image: image1003.wmf]3

 М[image: image1004.wmf]2

 [image: image1005.wmf]º


· О[image: image1006.wmf]1

 Т[image: image1007.wmf]3

 М[image: image1008.wmf]2

 .
Получили О[image: image1009.wmf]1

 Т[image: image1010.wmf]3

 М[image: image1011.wmf]2

 [image: image1012.wmf]º

1.

Следовательно: Оля-1,Марина-2, Тамара-3, Нина-4.

Анализ рассуждений.


Рассуждение - это вывод, позволяющий из данных высказываний (называемых  посылками)  получить новое высказывание (заключение).


Рассуждение состоит из последовательности посылок и заключения, то есть на основании известных свойств некоторых посылок мы получаем новое свойство этого объекта - заключение.

Рассуждение считается правильным, если из истинных посылок не может следовать ложного заключения. 

Так как каждая посылка- это высказывание, то оно может быть записано в виде формулы. Следовательно, рассуждение – это последовательность формул. Заключение тоже является формулой. Если [image: image1013.wmf]1

j

, [image: image1014.wmf]2

j

,…, [image: image1015.wmf]n

j

-это последовательность посылок. а [image: image1016.wmf]j

- заключение, то будем писать

[image: image1017.wmf]1

j

, [image: image1018.wmf]2

j

,…, [image: image1019.wmf]n

j

├
[image: image1020.wmf][image: image1021.wmf]j

,  или         [image: image1022.wmf]j

j

j

j

n

,...,

,

2

1

.       (1)

И будем говорить, что из посылок логически следует заключение.

Нас будет интересовать только форма рассуждения, а не конкретное содержимое каждого высказывания, и на основании анализа формы мы будем делать вывод о том, правильное или неправильное рассматриваемое рассуждение. Если рассуждение признается правильным, то все рассуждения, приведенные по этой формуле, правильны, независимо от того, к какой предметной области они относятся.


Теорема. Рассуждение (1) правильно тогда и только тогда, когда формула [image: image1023.wmf]1

j

[image: image1024.wmf]Ù

[image: image1025.wmf]2

j

[image: image1026.wmf]Ù

…[image: image1027.wmf]Ù

[image: image1028.wmf]n

j

[image: image1029.wmf]®

[image: image1030.wmf]j

 – тавтология.       (2)

Доказательство:

Достаточность:

Если (2)-это тавтология, то конъюнкция посылок не может быть равно 0, значит  [image: image1031.wmf]j

=1, следовательно, рассуждение правильно.

Необходимость:

Если (1) правильно, то из истинности посылок [image: image1032.wmf]i

j

 не может следовать ложного заключения [image: image1033.wmf]j

. Это означает, что (2) не может обратиться в 0. Следовательно, (2) – тавтология.

Что и требовалось доказать.

Пример 1: пусть имеется рассуждение

1. Если многоугольник правильный, то в него можно вписать окружность.

2. Данный многоугольник правильный.

3. Следовательно, в него можно вписать окружность.

Введем обозначения:

р - многоугольник правильный.

q - в многоугольник можно вписать окружность.

Посылки: [image: image1034.wmf]q

ð

®

, р. Заключение – q.

Рассуждение принимает вид: [image: image1035.wmf]q

ð

®

, р ├  q .

Формула, соответствующая этому рассуждению:

([image: image1036.wmf]q

ð

®

)[image: image1037.wmf]q

ð

®

. 

 Установим вид этой формулы. Сняв импликацию, получим:


[image: image1038.wmf](

)

q

p

q

p

Ú

Ú

  [image: image1039.wmf]º

(по законам де Моргана) [image: image1040.wmf]º

  
[image: image1041.wmf]q

p

q

p

Ú

Ú

Ù

 [image: image1042.wmf]º

 

· (снимая двойное отрицание) [image: image1043.wmf]º


· 
[image: image1044.wmf]q

p

q

p

Ú

Ú

 [image: image1045.wmf]º

 (по второму закону дистрибутивности) 
· 
[image: image1046.wmf](

)

(

)

q

p

q

q

p

p

Ú

Ú

Ú

Ú

. Это КНФ. Каждая элементарная сумма содержит высказывание со своим отрицанием, значит формула – тавтология. 
Следовательно, рассуждение правильное.

Рассуждения, построенные по формуле ([image: image1047.wmf]q

ð

®

)[image: image1048.wmf]q

ð

®

, будут правильными. Эта формула является тавтологией и называется правилом заключения (ПЗ).

([image: image1049.wmf]q

ð

®

)[image: image1050.wmf]q

ð

®

  (ПЗ).

Пример 2: пусть имеется рассуждение

1. Если многоугольник правильный, то в него можно вписать окружность.

2. В многоугольник нельзя вписать окружность.

3. Следовательно, он неправильный.

Используя обозначения предыдущего примера, получим формулу, соответствующую этому рассуждению: ([image: image1051.wmf]q

ð

®

)[image: image1052.wmf]q

[image: image1053.wmf]®

[image: image1054.wmf]ð

.

Аналогично предыдущему установим, что эта формула  - тавтология, значит  рассуждение правильное.

 Данная формула называется правилом отрицания (ПО).

([image: image1055.wmf]q

ð

®

)[image: image1056.wmf]q

[image: image1057.wmf]®

[image: image1058.wmf]ð

 (ПО).
Пример 3: пусть имеется рассуждение

Если многоугольник правильный, то в него можно вписать окружность, следовательно, если в многоугольник нельзя вписать окружность, то он неправильный.

Рассуждение [image: image1059.wmf]q

ð

®

├ [image: image1060.wmf]q

[image: image1061.wmf]®

[image: image1062.wmf]ð

 - правильное

Доказательство: 

Соответствующая формула

([image: image1063.wmf]q

ð

®

)[image: image1064.wmf]®

([image: image1065.wmf]q

[image: image1066.wmf]®

[image: image1067.wmf]ð

)[image: image1068.wmf]º

([image: image1069.wmf]q

ð

Ú

)[image: image1070.wmf]Ú

[image: image1071.wmf]q

[image: image1072.wmf]Ú

[image: image1073.wmf]ð

[image: image1074.wmf]º

р[image: image1075.wmf]q

[image: image1076.wmf]Ú

q[image: image1077.wmf]Ú

[image: image1078.wmf]ð

[image: image1079.wmf]º

(р[image: image1080.wmf]Ú

q[image: image1081.wmf]Ú

[image: image1082.wmf]ð

)(q[image: image1083.wmf]Ú

[image: image1084.wmf]q

[image: image1085.wmf]Ú

[image: image1086.wmf]ð

)[image: image1087.wmf]º

1, значит рассуждение правильное.

Данная формула называется правилом контрапозиции (ПК).

([image: image1088.wmf]q

ð

®

)[image: image1089.wmf]®

([image: image1090.wmf]q

[image: image1091.wmf]®

[image: image1092.wmf]ð

)    (ПК).

Пример 4: пусть имеется рассуждение

Если в треугольнике все стороны равны, то он равносторонний.

Если треугольник равносторонний, то углы равны 60[image: image1093.wmf]0

, следовательно, если в треугольнике стороны равны, то углы по 60[image: image1094.wmf]0

.

Введем обозначения:

р - в треугольнике стороны равны.

q – треугольник равносторонний.

r – углы равны 60[image: image1095.wmf]0

. 
 Рассуждение [image: image1096.wmf]q

ð

®

, q[image: image1097.wmf]®

r ├  р[image: image1098.wmf]®

r.

Соответствующая формула: 

([image: image1099.wmf]q

ð

®

)(q[image: image1100.wmf]®

r) [image: image1101.wmf]®

(р[image: image1102.wmf]®

r) [image: image1103.wmf]º

1 -  рассуждение правильное.

Данная формула называется правилом силлогизма (ПС).

([image: image1104.wmf]q

ð

®

)(q[image: image1105.wmf]®

r) [image: image1106.wmf]®

(р[image: image1107.wmf]®

r)    (ПС).

Замечание. Полученные формулы называются правилами вывода.

Правило вывода иногда записывают в виде: [image: image1108.wmf]j

j

j
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n

,...,

,

2

1

.

ПЗ: [image: image1109.wmf]q
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Другие правила вывода:
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 - введение дизъюнкции (ВД).

Доказательство.  р[image: image1114.wmf]®

(р[image: image1115.wmf]Ú

q) [image: image1116.wmf]º

[image: image1117.wmf]ð

[image: image1118.wmf]Ú

р[image: image1119.wmf]Ú

q[image: image1120.wmf]º

1.

· [image: image1121.wmf]ð

ðq

 - удаление конъюнкции (УК).
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     удаление дизъюнкции  (УД).
Доказательство.
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 EMBED Equation.3 [image: image1137.wmf](
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Существуют и другие правила вывода

Замечание:

Так как правила вывода являются тавтологиями, то подстановка вместо элементарного высказывания любой формулы даст нам тавтологию, каждая из которых может быть объявлена правилом вывода.

Вывод.


Вывод- это последовательность формул, каждая из которых является посылкой или получена из предыдущих формул на основе правил вывода. Последняя формула есть заключение.

Пример: пусть имеется рассуждение

1. Если прямая не имеет общих точек с плоскостью, то она параллельна этой плоскости.

2. Если прямая имеет две общих точки с плоскостью, то она принадлежит этой плоскости.

3. Прямая не параллельна плоскости и не принадлежит ей, следовательно, она имеет одну общую точку и пересекает плоскость.

Введем обозначения:

х – прямая не имеет общих точек с плоскостью.

у – прямая параллельна плоскости.

z – прямая имеет две общих точки с плоскостью.

u – прямая принадлежит плоскости.

Рассуждение имеет вид:    х[image: image1139.wmf]®

у, z[image: image1140.wmf]®
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Построим вывод.

1) [image: image1143.wmf]u

ó

 - посылка.

2) [image: image1144.wmf]ó

 - УК (из 1);

3) [image: image1145.wmf]u

 - УК (из 1);

4) х[image: image1146.wmf]®

у – посылка;

5) [image: image1147.wmf]õ

- ПО (из 4 и 2);

6) z[image: image1148.wmf]®

 u – посылка;

7) [image: image1149.wmf]z

 - ПО (из 6 и 3);

8) [image: image1150.wmf]õ

[image: image1151.wmf]z

 - ВК (из 5 и 7).

Теорема дедукции.


Теорема. Пусть дано[image: image1152.wmf]1
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Доказательство:

Так как рассуждение (1) правильное, то из истинности посылок не может следовать ложного заключения. Предположим, что рассуждение (2) неправильное. Тогда из истинности посылок [image: image1163.wmf]1
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 следует ложное заключение, то есть [image: image1166.wmf]n
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1, значит [image: image1172.wmf]j
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0. Но тогда рассуждение (1) неверно. А этого не может быть, Мы получили противоречие, значит предположение о неверности рассуждения (2) неверно.

Что и требовалось доказать.

Пример 1:

Рассмотрим ПО:  р[image: image1174.wmf]®

q, [image: image1175.wmf]q

├ [image: image1176.wmf]ð

     

По теореме дедукции р[image: image1177.wmf]®
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Пример 2 

Рассмотрим  рассуждение. рr[image: image1182.wmf]®

q ├ р[image: image1183.wmf]q
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По теореме дедукции: рr[image: image1186.wmf]®

q, р[image: image1187.wmf]q

 ├  [image: image1188.wmf]r

. Построим вывод:

1) р [image: image1189.wmf]q

 - посылка;

2) р – УК  (1);

3) [image: image1190.wmf]q

 - УК  (1);

4) р r [image: image1191.wmf]®

 q – посылка;

5) [image: image1192.wmf]ðr

 - ПО  (4,3), т.е. [image: image1193.wmf]ð

 [image: image1194.wmf]Ú
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6) [image: image1196.wmf]r

 - УД  (5,2).
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 называется правилом расширенной контрапозиции (ПРК).

Предикаты.

При анализе рассуждений в логике высказываний нас не интересовала внутренняя структура самих высказываний. И это обстоятельство не позволяет анализировать большое количество рассуждений.

Например:

Через две данных точки проходит единственная прямая.

Точка лежит между двумя точками.

х>5.

Эти предложения не являются высказываниями, но становятся таковыми, если предметным переменным, входящим в эти предложения, задать конкретны значения. Так в последнем примере при х = 3 получим ложное высказывание, а при х = 8 истинное высказывание. Значения предметных переменных берутся из некоторого предметного множества А (точек, углов, прямых, чисел, ромбов и т.д.).

Введем понятие предиката.

Под предикатом предметной переменной х [image: image1198.wmf]Î

А будем понимать функцию Р(х) на {0,1}. Предикат р (х) называется одноместным предикатом
Например:

Предикат х > 5, x[image: image1199.wmf]Î

 R: при х = 4 предикат обращается в ложное высказывание. При х = 7 предикат обращается в истинное высказывание.

Функция Р (х, у), где х, у [image: image1200.wmf]Î

А, принимающая значения во множестве {0,1} называется двухместным предикатом.

Например: х<у

Пусть У = 5,  получим  х < 5 – одноместный предикат. Если положить х  = 4,  то  4 < 5 – нульместные предикаты (высказывания).

Местность предиката - количество предметных переменных. Задание конкретного значения предметным переменным понижает местность предиката. Одноместные предикаты выражают свойство быть чем-то.

Например:

Свойство быть точкой. х – точка. Введем обозначение этого предиката: Т (х). Тогда Т (А) читается как  А-точка.

Двухместные предикаты и предикаты более высокой местности выражают отношения между объектами.

Например: Двухместный предикат принадлежности – х [image: image1201.wmf]Î

 у.

 Если х – точка, а у – прямая, то читаем: точка х принадлежит прямой у. 

Выбор предикатного символа остается за пользователем. Так, вместо х [image: image1202.wmf]Î

у можно ввести предикат Р (х, у), оговорив, что Р (,) – это предикат принадлежности (запятая в скобках свидетельствует о том, что предикат двухместный). Разумеется, что нельзя использовать одно и тоже обозначение для разных предикатов. Широко используются известные из математики обозначения предикатов  ≈, ≠, ≡, ≤,  ≥, ┴, ║, = Область истинности.

Пусть на множестве U задан предикат Р (х). Задавая х различные значения, мы будем получать высказывания, часть из которых истинна, а часть возможно ложна. Множество М[image: image1203.wmf]ð

(х) значений х, при которых предикат Р - истина, называется областью  истинности.

Операции над предикатами.

Над предикатами выполняются те же операции, что и над высказываниями.
1) Отрицание. [image: image1204.wmf])

(

õ

Ð

 - предикат, множеством истинности которого является множество, для которого предикат Р – ложный.
[image: image2627.png]



              Рис. 1. Область истинности отрицания предиката

2)   Конъюнкция Р (х) [image: image1205.wmf]Ù

Q(х) – это предикат, область истинности которого равна М[image: image1206.wmf]ð

∩ М[image: image1207.wmf]q

.

[image: image2628.png]



              Рис. 2. Область истинности конъюнкция предикатов
3)  Дизъюнкция Р (х) [image: image1208.wmf]Ú

 Q(х) – предикат, область истинности которого равна М[image: image1209.wmf]ð

 [image: image1210.wmf]U

 М[image: image1211.wmf]q

.
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            Рис. 3. Область истинности дизъюнкции предикатов

4) Импликация Р (х)[image: image1212.wmf]®

 Q(х) – предикат, у которого область истинности совпадает с дополнением разности М[image: image1213.wmf]ð

 и М[image: image1214.wmf]q

, т.е. равна  ([image: image1215.wmf]q
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      Рис. 3. Область истинности импликаци предикатов

5) Эквиваленция Р (х) [image: image1216.wmf]Û

Q(х) – предикат, область истинности которого совпадает с объединением пересечения М[image: image1217.wmf]ð

 с  М[image: image1218.wmf]ð

и дополнения к  их объединению, т.е. равна  - М[image: image1219.wmf]ð

∩М[image: image1220.wmf]q
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Рис. 4. Область истинности эквиваленции предикатов
Кванторы.

Рассмотрим предложения:

В любой треугольник можно вписать окружность.

Всякое число, оканчивающееся на четную цифру, делится на 2.

В этих предложениях встречаются слова «любой», «всякое». Эти слова заменяют специальным символом. Значок [image: image1223.wmf]"

 называется квантором всеобщности.
[image: image1224.wmf]"

 - всякий, любой, каждый.

([image: image1225.wmf]"

х) Р (х), где х[image: image1226.wmf]Î

 U – запись, говорящая о том, что любой х из предметной области U обладает свойством Р.

Например. Пусть Р (х) предикат, выражающий для х 
[image: image1227.wmf]Î

 N  свойство быть простым числом. Тогда ([image: image1228.wmf]"

х) (х 
[image: image1229.wmf]Î

 N) Р (х) - ложное высказывание   «любое натуральное число является простым».

Наряду с квантором всеобщности в логике предикатов рассматривается квантор существования: Его значок [image: image1230.wmf]$

.
([image: image1231.wmf]$

х)  Р (х) – существует такой х, который обладает свойством Р.

Например. Пусть Р (х) предикат, выражающий для х 
[image: image1232.wmf]Î

 N  свойство быть простым числом. Тогда, ([image: image1233.wmf]$

х) (х 
[image: image1234.wmf]Î

 N)  Р (х) -  истинное высказывание «существует натуральное число, которое  является простым».
Операция введения квантора называется операцией навешивания квантора. Навешивание квантора по какой-нибудь переменной понижает местность предиката.

Переменная, по которой навешен квантор, называется связанной.

Например. х<у - двухместный предикат. Навесим квантор:

  ([image: image1235.wmf]$

х) (х 
[image: image1236.wmf]Î

 N) (х<у) предикат одноместный по переменной у.

Таким образом, понизить местность предиката можно двумя способами.

1. задать предметной переменной конкретное значение.

2. навесить кванторы по одной или нескольким переменным. 

Квантор всеобщности можно рассматривать как обобщение  конъюнкции для конечных и бесконечных множеств.

Квантор существования  можно рассматривать как обобщение  дизъюнкции для конечных и бесконечных множеств.

Операции с кванторами.

Пусть имеется предикат х<у, где х, у [image: image1237.wmf]Î

R. Рассмотрим всевозможные варианты навешивания кванторов по каждой из переменных.

1) ([image: image1238.wmf]"

 х) ([image: image1239.wmf]"

 у) (х < у) –  для любого х и любого у имеем   х < у  - ложно.

2) ([image: image1240.wmf]"

 у) ([image: image1241.wmf]"

 х) (х < у) – для любого у и любого х имеем  х < у  - ложно. 

3) ([image: image1242.wmf]"

 х) ( [image: image1243.wmf]$

 у) (х < у) – для любого х существует  у такой, что    х < у, т.е. наибольшего числа нет  - истинно.

4) ([image: image1244.wmf]$

 у) ( [image: image1245.wmf]"

 х) (х < у) – существует у для  любого х, что   х < у, т.е. есть наибольшее число.  -  ложно.

5) ([image: image1246.wmf]$

 у) ([image: image1247.wmf]$

 х) (х < у) – существует х и существует у, что  х < у  - истинно.

6) ([image: image1248.wmf]$

 х) ([image: image1249.wmf]$

 у) (х < у) – существует у и существует х, что  х < у  истинно.

7) ([image: image1250.wmf]$

 х) ([image: image1251.wmf]"

 у) (х < у) – существует х для любого у, что  х < у, т.е. есть наименьшее число -   ложно.

8) ([image: image1252.wmf]"

 у) ([image: image1253.wmf]$

 х) (х < у) – для любого у  существует х, что  х < у, т.е. наименьшего числа нет -  истинно.

 Таким образом, видим, что  одноименные кванторы можно менять местами, не изменяя значения предиката. Изменение порядка разноименных кванторов приводит к изменению истиностного значения предиката.

Формулы.

Понятие формулы в логике предикатов введем аналогично понятию формулы в логике высказываний. 

1) Всякая высказывательная переменная есть формула.

2) Предикатный символ есть формула.

3) Если [image: image1254.wmf]1

j

 и [image: image1255.wmf]2

j

 - формулы, то [image: image1256.wmf]1

j

, [image: image1257.wmf]1
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[image: image1258.wmf]Ù

[image: image1259.wmf]2
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, [image: image1260.wmf]1
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[image: image1261.wmf]Ú

[image: image1262.wmf]2
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, [image: image1263.wmf]1
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[image: image1264.wmf]®

[image: image1265.wmf]2
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, [image: image1266.wmf]1
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[image: image1267.wmf]Û

[image: image1268.wmf]2

j

 - тоже формулы.

4) Если [image: image1269.wmf]1

j

 (…., х, ….. ) –формула, то  ([image: image1270.wmf]"

 х) [image: image1271.wmf]1

j

(…., х, …..), 

([image: image1272.wmf]$

 х) [image: image1273.wmf]1

j

(…., х, …..) – тоже формулы.

5) Других формул нет.

Замечание: здесь действует соглашение о скобках, принятое нами в логике высказываний.
Равносильность.

Две формулы [image: image1274.wmf]1

j

 и [image: image1275.wmf]2

j

 - равносильны, если они принимают одинаковые значения при одинаковых наборах значений предметных переменных, входящих в эти формулы.

Все равносильности логики высказываний распространяются на логику предикатов.

Например.  [image: image1276.wmf])
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Доказательство:

   Для высказываний мы имели равносильность 
 [image: image1277.wmf]q
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[image: image1279.wmf]ð

[image: image1280.wmf]Ú

[image: image1281.wmf]q

           (2).

Если равносильность (1) не имеет места, то это означает, что существует значение х1, такое, что  
[image: image1282.wmf](
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Но Р ([image: image1283.wmf]1

õ

) и Q(Х1) – высказывания, а для любых высказываний справедлива формула (2). Получили противоречие, что доказывает, что наше предположение ложно, следовательно, формула (1) справедлива.

Что и требовалось доказать.

Аналогично доказываются и остальные равносильности.

Равносильности  с кванторами.

Пусть предикат Р (х), задан на конечном множестве
 х 
[image: image1284.wmf]Î
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,…, [image: image1287.wmf]n

õ

}.

1. Будем рассматривать квантор всеобщности как обобщенную конъюнкцию ([image: image1288.wmf]"

х) Р (х) = Р ([image: image1289.wmf]1

õ

)[image: image1290.wmf]Ù

Р ([image: image1291.wmf]2
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2. Будем рассматривать квантор существования как обобщенную дизъюнкцию[image: image1305.wmf]$
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Правило: Отрицание квантора можно перенести на предикат с изменением квантора.

3.  
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Эта формула является обобщением  свойств коммутативности и ассоциативности конъюнкции для высказываний. 

Замечание. 
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Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть пример.
 Пусть х – натурально число. Предикаты  Р(x)  - х простое  число, Q(x) – x  составное число. Левая формула: « всякое натуральное число является простым или составным» - истинно. Правая формула: «всякое натуральное число – простое или  всякое натуральное число составное» - ложно.

         4. 
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Эта формула является обобщением  свойств коммутативности и ассоциативности дизъюнкции для высказываний. 
Замечание. 
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 Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть пример.
 Пусть х – натурально число. Предикаты  Р(x)  - х простое  число, Q(x) – x  составное число. Левая формула: « существует  натуральное число простое и составное» - ложно. Правая формула: «существует  натуральное число – простое и существует  натуральное число составное» - истинно.

Запись математических предложений с помощью предикатов.

Для того чтобы выразить некоторое предложение в виде предикатов, необходимо
- установить предметную область, к которой относятся предметные переменные,   

- выделить объекты, ввести соответственные обозначения, если таковых нет в математике
- записать предложение в этих обозначениях.

Пример 1. Предложение: прямая а параллельна прямой b.
Предметная область – множество прямых. 

 Введем предикат Р (х), х – прямая. Предикат параллельности х||у 

Тогда предложение можно записать в виде: Р (а) [image: image1326.wmf]Ù

Р(b) [image: image1327.wmf]Ù

(а||b) .

Пример 2. Аксиома: через две различные точки проходит единственная прямая. (Ели две точки принадлежат двум прямым, то эти прямые совпадают).

Введем предикаты

Т (х), х – точка; Р (х), х – прямая; J(x,y) - x [image: image1328.wmf]Î

 у. Тогда можно записать: 

Т (А)[image: image1329.wmf]Ù

Т (В)[image: image1330.wmf]Ù

(А ≠ В)[image: image1331.wmf]Ù

Р (а)[image: image1332.wmf]Ù

Р(b)[image: image1333.wmf]Ù

J(A,a)[image: image1334.wmf]Ù

J(B,а)[image: image1335.wmf]Ù

J(A,b)[image: image1336.wmf]Ù

J(B,b) [image: image1337.wmf]®

(a=b).

Наряду с квантором существования рассматривается ограниченный квантор существования.

[image: image1338.wmf]$

! – означает существование единственного элемента.

Запишем теперь эту аксиому, используя ограниченный квантор существования:

[image: image1339.wmf]"

 (А, В) ( Т (А) [image: image1340.wmf]Ù

Т (В)[image: image1341.wmf]Ù

[image: image1342.wmf]Â
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[image: image1343.wmf]®

([image: image1344.wmf]$

!(а)) Р (а) [image: image1345.wmf]Ù

 J(A,a) [image: image1346.wmf]Ù

 J(B,b)).

Общезначимые формулы.

Формула [image: image1347.wmf]j

, содержащая предикаты и высказывания, называется общезначимой, если она принимает значения [image: image1348.wmf]º

1 при всех возможных наборах значений высказываний и наборах предметных переменных для предикатов, входящих в эту формулу.

Естественно, что все формулы, являющиеся тавтологиями в логике высказываний, общезначимые, если высказывания заменить предикатами:

Пример.  Мы имели  р[image: image1349.wmf]Ú
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[image: image1351.wmf]º

1              (1)
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Доказательство:

Зададим набор значений [image: image1357.wmf]0
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    (3)-является высказыванием. В силу равенства (1) формула (3) – тавтология. А в силу произвольности набора, формула (2) – общезначимая.

Теорема. Если [image: image1361.wmf]1

j

[image: image1362.wmf]º

[image: image1363.wmf]2

j

, то [image: image1364.wmf]1
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[image: image1365.wmf]«

[image: image1366.wmf]2

j

[image: image1367.wmf]º

 1 и наоборот, то есть для того чтобы [image: image1368.wmf]1

j

[image: image1369.wmf]«

[image: image1370.wmf]2

j

[image: image1371.wmf]º

 1, необходимо и достаточно, чтобы формулы [image: image1372.wmf]1

j

 и [image: image1373.wmf]2

j

 были равносильными.

Доказательство:

Необходимость:

Пусть [image: image1374.wmf]1

j

[image: image1375.wmf]«

[image: image1376.wmf]2

j

. Это означает, что формулы [image: image1377.wmf]1
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 и [image: image1378.wmf]2

j

 принимают одинаковые значения при любых одинаковых наборах предметных переменных и высказываний, входящих в эти формулы. А это означает, что [image: image1379.wmf]1

j

[image: image1380.wmf]º

[image: image1381.wmf]2

j

.

Достаточность:

Пусть [image: image1382.wmf]1

j

[image: image1383.wmf]º

[image: image1384.wmf]2

j

. Это означает, что при одинаковых наборах значений предметных переменных и высказываний, входящих в эти формулы, они принимают одинаковые значения. Значит [image: image1385.wmf]1
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 [image: image1387.wmf]2
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[image: image1388.wmf]º

 1.Что и требовалось доказать.

Некоторые общезначимые формулы с кванторами.
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5. ([image: image1405.wmf]"
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х) Q(х) [image: image1408.wmf]«

([image: image1409.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1410.wmf]Ù

Q(х)).

6. ([image: image1411.wmf]$

х) Р (х) [image: image1412.wmf]Ú

([image: image1413.wmf]$

х) Q(х) [image: image1414.wmf]«

([image: image1415.wmf]$

х) (Р (х) [image: image1416.wmf]Ú

Q(х)).

7. ([image: image1417.wmf]"

х) ([image: image1418.wmf]"

у) Р (х, у) [image: image1419.wmf]«

[image: image1420.wmf]"

у [image: image1421.wmf]"

х Р (х, у).

8. ([image: image1422.wmf]$

х) ([image: image1423.wmf]$

у) Р (х, у) [image: image1424.wmf]«

([image: image1425.wmf]$

у) ([image: image1426.wmf]$

х) Р (х, у).

9. ([image: image1427.wmf]$

х) ([image: image1428.wmf]"

у) Р (х, у) [image: image1429.wmf]®

 ([image: image1430.wmf]"

у) ([image: image1431.wmf]$

х) Р (х, у).

10. ([image: image1432.wmf]"

х) Р (х) [image: image1433.wmf]Ú

([image: image1434.wmf]"

х) Q(х) [image: image1435.wmf]®

 ([image: image1436.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1437.wmf]Ú

Q(х)).

11. ([image: image1438.wmf]$

х) (Р (х) [image: image1439.wmf]Ù

Q(х)) [image: image1440.wmf]®

 ([image: image1441.wmf]$

х) Р (х) [image: image1442.wmf]Ù

([image: image1443.wmf]$

х) Q(х).

12. ([image: image1444.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1445.wmf]®

Q(х)) [image: image1446.wmf]®

 (([image: image1447.wmf]"

х) Р (х) [image: image1448.wmf]®

([image: image1449.wmf]"

х) Q(х)).

13. ([image: image1450.wmf]"

х) Р (х) [image: image1451.wmf]®

 Р (у).

14. Р (у) [image: image1452.wmf]®

 ([image: image1453.wmf]$

х) Р (х).

Мы ранее  установили равносильность левой и правой частей формул 1-8, следовательно, эквиваленциии будут общезначимыми формулами.

Идея доказательства формул 9-12 заключается в том, что область истинности левой части включается в область истинности правой части. Рассмотрим на примере формулы 10: 

  ([image: image1454.wmf]"

х) Р (х) [image: image1455.wmf]Ú

([image: image1456.wmf]"

х) Q(х) [image: image1457.wmf]®

 ([image: image1458.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1459.wmf]Ú

Q(х)).

Будем считать, что предикаты заданы на множестве А.

Пусть области истинности предикатов Р (х)  и  Q(х) не совпадают с А. Тогда левая часть импликации ложна, следовательно, импликация истинна.

Если одна из областей истинности совпадает  с А, например Мр = А, но тогда     ([image: image1460.wmf]"

х) Р (х) = 1, значит вся левая часть импликации истинна. Так как область истинности  Р (х) [image: image1461.wmf]Ú

 Q(х) является объединением областей истинности предикатов, то она совпадает с А, следовательно, правая часть импликации истинна, и импликация истина. Тем самым доказана  общезначимость формулы 10.

Докажем теперь формулу 13 - ([image: image1462.wmf]"

х) Р (х) [image: image1463.wmf]®

 Р (у):

Предикат Р задан на некотором множестве U. 
Пусть Р (у) (у из U) – ложно, но тогда ложно ([image: image1464.wmf]"

х) Р (х) (х из U), так как импликация истинна. Если Р (у) – истина, то и импликация – истина.

Докажем формулу 14:

Р (у) [image: image1465.wmf]®

 ([image: image1466.wmf]$

х) Р (х).

Пусть М[image: image1467.wmf]ð

= Ø, тогда ([image: image1468.wmf]$

х) Р (х) - ложно. Но тогда и Р (у) ложно. Следовательно, импликация истинна. Если М[image: image1469.wmf]ð

[image: image1470.wmf]¹

Ø, то ( [image: image1471.wmf]$

х) Р (х). - истина, следовательно, импликация истина.

Рассуждения.


Рассуждение-это последовательность высказывательных функций – предикатов, называемых посылками, из которых выводится заключение.

Рассуждение считается правильным, если из истинности посылок [image: image1472.wmf]1

j

, [image: image1473.wmf]2

j

,…, [image: image1474.wmf]n

j

 не может следовать ложного заключения.
 [image: image1475.wmf]1
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, [image: image1476.wmf]2
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,…, [image: image1477.wmf]n

j

├ [image: image1478.wmf]j

             (1)

Рассмотрим формулу   
[image: image1479.wmf]п

к

1
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Ù

[image: image1480.wmf]i

j

[image: image1481.wmf]®

[image: image1482.wmf]j

 (к=1,…,n)             (2)

Теорема. Для того чтобы рассуждение  (1) было правильным необходимо и достаточно, чтобы формула (2) (импликация конъюнкции посылок и заключения) была общезначимой.
Необходимость. 
Пусть (1) –правильно. Это значит, что посылки истинны и заключение истинно в некоторой области М., но тогда конъюнкция посылок в этой области равна 1, а т.к. заключение истинно, то будет истинна и импликация для всех х из М. значит формула (2)  - общезначима.
Достаточность.
Пусть формула (2) –общезначима. Это означает, что импликация истинна, по крайней мере, для тех значений переменных, при которых истинна конъюнкция посылок. Значит, для этих значений заключение не может быть ложным, а это означает, это рассуждение правильное. 

Пример.

На множестве рациональных  чисел  рассмотрим рассуждение:
Если число целое, то оно рациональное. Число 3 – целое, следовательно, оно рациональное.

Введем обозначения:

С (х), х – целое. R(x). х – рациональное. 
Рассуждение принимает вид

([image: image1483.wmf]"

х) (С (х) [image: image1484.wmf]®

 R(x)), С(3) ├  R(3).

Рассмотрим формулу [image: image1485.wmf]"

х (С (х) [image: image1486.wmf]®

R(x)). Значит при х -3 получим С(3) [image: image1487.wmf]®

R(3)=1, тогда С(3) [image: image1488.wmf]®

R(3), С(3) ├  R(3) по ПЗ.

В логике высказываний мы имели ряд тождественно истинных  формул, названных нами правилами  вывода. Подставив в них вместо высказываний предикаты, получим общезначимые формулы, которые тоже назовем правилами вывода.  (Названия их см. ранее).                       

  другие правила вывода, основанные на общезначимых формулах:
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, - ввод единичного (ВЕ).

[image: image1490.wmf])
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 - правило ввода логической функции (ВЛ).

Вывод.

Под выводом по-прежнему будем понимать последовательность формул, каждая из которых является посылкой или получена из предыдущих формул по правилу вывода. Последняя формула – заключение.

Пример.
Если в параллелограмме все стороны равны, то он – ромб. В параллелограмме ABCD все стороны равны, следовательно, он – ромб.

Введем обозначения: 

Р (х), х – параллелограмм с равными сторонами.

R(x), x – ромб.

Рассуждение выглядит так: 
 ([image: image1491.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1492.wmf]®

R(x)), Р(ABCD) ├ R(ABCD).

Построим вывод:

1) ([image: image1493.wmf]"

х) (Р (х) [image: image1494.wmf]®

R(x)) – посылка.

2) Р (у) [image: image1495.wmf]®

R(у), ВЛ.(1).

3) Р(ABCD) – посылка.

4) R (ABCD), ВЕ (2, 3).

Можно рассмотреть и другие правила вывода, и другие примеры рассуждений.

Кодирование информации.

Задача кодирования.

Пусть имеется некоторое множество А = {[image: image1496.wmf]1

a

, [image: image1497.wmf]2

a

,…, [image: image1498.wmf]n

a

}. Будем называть это множество алфавитом, а объекты – буквами. Кортеж из букв [image: image1499.wmf]a

=[image: image1500.wmf]1
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, [image: image1501.wmf]2

i
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,…, [image: image1502.wmf]ik

a

 будем называть словом. Последовательность слов – S называется сообщением. Множество сообщений над алфавитом А будем обозначать А[image: image1503.wmf]*

..

Пусть имеется алфавит В= {[image: image1504.wmf]1

b

, [image: image1505.wmf]2

b

,…, [image: image1506.wmf]m

b

}.
 Задача кодирования заключается в том, что сообщение S, заданное над алфавитом А, преобразуется в сообщение S[image: image1507.wmf]|

 , заданное над алфавитом В (код). Функция f([image: image1508.wmf]a

), переводящая сообщение S в S[image: image1509.wmf]|

, называется кодированием. Последовательность символов [image: image1510.wmf]1

b

, [image: image1511.wmf]2

b

,…, [image: image1512.wmf]l

b

, соответствующая букве алфавита А, называется элементарным кодом этой буквы.

Общее количество символов [image: image1513.wmf]i

b

 - длина кода.

Замечание: в качестве буквы алфавита А, могут выступать и сообщения.

Функция, обратная функции кодирования F[image: image1514.wmf]1

-

 ([image: image1515.wmf]b

), называется декодированием.

Задача заключается в том, чтобы произвести кодирование, удовлетворяющее некоторым условиям (порой даже взаимоисключающим друг друга).

Примеры:

 Кодирование должно допускать декодирование.

Произвести кодирование так, чтобы общая длина кода соответствующая сообщению S, была наименьшей. 

Кодирование должно быть таким, чтобы при передаче его не было искажения информации.

Простота (сложность) декодирования. И т.д.

Равномерное кодирование.

Равномерное кодирование – это кодирование, при котором каждый элементарный код имеет одинаковую длину.
Например, если выбрать в качестве алфавита В цифры, то одноразрядным кодом можно закодировать 10 символов, а двухразрядными числами – 100.

Пусть алфавит В содержит к букв, а длина элементарного кода n букв. Сколько символов  (m) при равномерном кодировании можно закодировать?

Элементарные коды - это кортежи из n букв, взятых из данных к, поэтому они являются размещениями с повторениями.  По известной формуле их число равно 

  m = кn   (1)

Поставим обратную задачу. Имеется  m букв алфавита А. Сколько букв должны содержать элементарные коды при равномерном кодировании?

Из формулы (1), логарифмируя, получим 

n = logк m        (2)

 Если же алфавит В={0,1} – двоичный, то закодировать n – битным кодом можно  в силу формулы (1)

m = 2 n      (3) букв.

Пусть имеется  алфавит А, состоящий из m символов. Сколько бит должен содержать каждый элементарный код при равномерном кодировании?

Из формулы (2) получим

n = log 2 m        (4), если m – степень 2

и по формуле

n =\ log[image: image1516.wmf]2

 m | + 1    (5),

 где |log[image: image1517.wmf]2

 m | - целая часть log[image: image1518.wmf]2

 m.. 
Формулы (4) -  (5) называются формулами Хартли.

Если в качестве алфавита А взять русский алфавит, который содержит 33 символа   и пробел, то для 34 символов: по формуле   Хартли

n =|log[image: image1519.wmf]2

 34 | +1=5+1- 6 бит. При этом мы можем 6-битным кодом закодировать еще 30 символов. Такое кодирование называется избыточным. В компьютерах применяется 1-байтовое кодирование (256 символов) и оно также является избыточным.

Задача: Дано сообщение S. Производится равномерное кодирование длиной k – бит. Найти общую длину кода.

Решение: Если длина сообщения |S|=[image: image1520.wmf]l

, то длина кода L=k[image: image1521.wmf]l

.
Алфавитное кодирование.

Алфавитное кодирование – это кодирование, при котором каждой букве алфавита А соответствует элементарный код алфавита В.

Если некоторое слово [image: image1522.wmf]a

 может быть представлено в виде двух частей [image: image1523.wmf]a

=[image: image1524.wmf]1

a

[image: image1525.wmf]2

a

, то [image: image1526.wmf]1

a

 называется префиксом, а [image: image1527.wmf]2

a

 - постфиксом. Естественно разбиение слова на префикс и  постфикс чаще всего неоднозначно. Например, в слове 00110 префиксом может быть 0, или 00, или 001, или 0011. 

Кодирование с минимальной избыточностью.

При равномерном кодировании общая длина кода зависит от длины сообщения. Возникает необходимость произвести неравномерное кодирование так, чтобы избыточность была минимальной.

Пусть задан алфавит А, и  мы назначили неравномерные коды этому алфавиту. Например, букве А – 4 – битный код; Б – 6 – битный код; Ъ – 2 – битный код; О – 7 – битный код и так далее. Ясно, что в обычном тексте Ъ встречается реже буквы О, следовательно, если мы переназначим коды: О – 2 – битный код, Ъ – 7 – битный код, то общая длина кода уменьшится.

Алгоритм для сообщения S:

1) Находим частоту появления каждой буквы в заданном сообщении.

2) Элементарный код наименьшей длины ставим в соответствие букве с наибольшей частотой и так далее.

Замечание:
Этот кодирование применимо для данного сообщения S. Для другого сообщения  частота появления букв может быть другой, следовательно, элементарные коды могут быть другими.

Префиксное кодирование.

Пусть имеется алфавит А. Таблица соответствия буквам алфавита А элементарных кодов, называется схемой кодирования.

Схема кодирования [image: image1528.wmf]s

 называется префиксной, если не один элементарный код не является префиксом другого элементарного кода.

Например:

А={a,b}; B={0,1}; 

[image: image1529.wmf]s

={ а[image: image1530.wmf]®

0; b[image: image1531.wmf]®

01} – не префиксная схема. 

[image: image1532.wmf]1

s

={ a[image: image1533.wmf]®

0; b[image: image1534.wmf]®

10} - префиксная схема.

Схема кодирования называется разделимой, если любой код однозначным образом разбивается на элементарные коды, то есть если код [image: image1535.wmf]b

=[image: image1536.wmf]1

i

b

, [image: image1537.wmf]2

i

b

,…, [image: image1538.wmf]ik

b

=[image: image1539.wmf]1

j

b

, [image: image1540.wmf]2

j

b

,…, [image: image1541.wmf]jl

b

, то [image: image1542.wmf]im

b

=[image: image1543.wmf]jm

b

 и k=[image: image1544.wmf]l

, т.е. возможно однозначное декодирование.
Теорема. Префиксные схемы разделимы.

Доказательство:

Пусть схема [image: image1545.wmf]s

={αi[image: image1546.wmf]®

βi}|[image: image1547.wmf]n

i

1
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 префиксная, но неразделима. Это значит, что существует некоторое t такое, что[image: image1548.wmf]1

i

b

=[image: image1549.wmf]1

j

b

, [image: image1550.wmf]2

i

b

=[image: image1551.wmf]2
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b

…[image: image1552.wmf]1

-

it

b

=[image: image1553.wmf]1
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. Так как схема неразделима, то [image: image1554.wmf]¹

it

b

[image: image1555.wmf]jt

b

. А это значит, что есть такое [image: image1556.wmf]|

b

, что [image: image1557.wmf]=

it

b

[image: image1558.wmf]jt

b

[image: image1559.wmf]|

b

или [image: image1560.wmf]jt

b

=[image: image1561.wmf]it

b

[image: image1562.wmf]|

b

, то есть элементарный код [image: image1563.wmf]it

b

 содержит [image: image1564.wmf]jt

b

 и [image: image1565.wmf]b

[image: image1566.wmf]|

, а значит, является префиксом, следовательно, кодирование – не  префиксное. Пришли к противоречию, означающее, что наше утверждение о неразделимости схемы  неверно, следовательно, схема разделима.

Что и требовалось доказать.

Замечание: утверждение о том, что если схема разделима, то она префиксная, неверно.

Пример:

А={a,b}; B={0,1}; 

[image: image1567.wmf]s

: а[image: image1568.wmf]®

0; b[image: image1569.wmf]®

01 – схема не префиксная. Покажем, что она разделима.

 Сообщение ab [image: image1570.wmf]®

001. Будем декодировать.  Первая цифра 0 может быть кодом  буквы а, а может быть префиксом буквы  b. Но следующая цифра тоже 0. Значит, первый 0 не является  префиксом буквы  b, т.е. это код буквы а. Если предположить, что второй 0 . это код буквы а, то следующий код начинается с 1, а таких кодов у нас нет, и мы вынуждены признать, что имеем код 01, т.е. букву b. Таким образом, получили 001 [image: image1571.wmf]®

ab;

Декодирование можно начать и с конца. Если последний символ 1, то рассмотрим предпоследний. Если он 0, то эти два символа соответствуют букве b. Если он 1, то кодирование произведено неверно. Исключаем из рассмотрения эти два символа. Следующий символ конца 0. А 0 – это а. Если у нас есть еще символы – продолжаем.

Еще пример. aabbaba [image: image1572.wmf]®

0001010010.

Первый символ 0. Это значит, что он может соответствовать а или являться префиксом b. Рассмотрим следующий. Если он 1, то первые два символа являются элементарным кодом b. После этого рассматриваем третий аналогично первому. Так как 2 – ой символ у нас 0, то первый символ – это элементарный код буквы а. Рассматриваем второй аналогично первому. И т.д. Замечание: кодирование произведено неверно, если код начинается с 1 или две 1 стоят подряд внутри кода.

Неравенство Макмиллана.

Пусть имеется разделимая схема [image: image1573.wmf]s

={[image: image1574.wmf]i

a

[image: image1575.wmf]®
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 и [image: image1578.wmf]i
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 - длина элементарного кода. [image: image1579.wmf]i
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=|[image: image1580.wmf]i
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      (1)
Неравенство Макмиллана позволяет установить будет ли имеющаяся схема кодирования разделимой (необходимое условие). 

Пример:

Имеется схема кодирования – Азбука Морзе.

А – 01(точка, тире);                         [image: image1583.wmf]1

l

=2;

Е – 0 (точка);                                     [image: image1584.wmf]2

l

=1;

Т – 1(тире);                                       [image: image1585.wmf]3

l

=1 и так далее.

Проверим неравенство Макмиллана: 

[image: image1586.wmf]å
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 [image: image1588.wmf]2
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 + [image: image1589.wmf]1
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1

 + [image: image1590.wmf]1

2

1

 + … = [image: image1591.wmf]4

1

 + 1+…>1.

Вывод: схема кодирования неразделима. При фактическом использовании азбуки Морзе радист после каждой буквы делает паузу.

В некотором смысле условие (1) является достаточным. Если существует набор чисел [image: image1592.wmf]i

l

 (i=1,…,n), удовлетворяющий условию (1), то существует разделимая схема кодирования [image: image1593.wmf]s

={[image: image1594.wmf]i
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}|[image: image1597.wmf]n
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, для которой |[image: image1598.wmf]i
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|=[image: image1599.wmf]i
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Понятие вероятности.

Рассмотрим некоторое событие А. Пусть при выполнении комплекса условий возможно n исходов, из которых m – благоприятных для А. Тогда вероятностью события А р (А) назовем отношение числа исходов, благоприятствующих А, к общему числу исходов:
 р (А) = [image: image1600.wmf]1

£

n

m

. 

Ра практике часто пользуются статистической вероятностью. Если в n  испытаниях событие А произошло m раз, то  статистическая вероятность  р (А) = [image: image1601.wmf]1

£

n

m

. Отличие от предыдущей формулы заключается в том, что здесь n m фактические, а не гипотетические.

Пример.

 Пусть в алфавите А буква ю занимает третью позицию. Сообщение содержит  n = 100 букв. Буква  ю встречается в этом сообщении m3 = 10 раз. Тогда  вероятность появления буквы ю равна р3 = m3 / n = 10 / 100 = 0,01.

Цена кодирования.

Пусть имеется некоторый алфавит А, и имеется некоторая схема кодирования [image: image1602.wmf]s

, [image: image1603.wmf]s
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b

}|[image: image1607.wmf]n

i

1

=

. Пусть [image: image1608.wmf]i
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 - длина i –того элементарного кода. Пусть известны вероятности [image: image1609.wmf]i

ð

 вхождения i – той буквы алфавита А в сообщении, причем   [image: image1610.wmf]å
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[image: image1611.wmf]i
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=1.

 Тогда ценой кодирования называется сумма произведений вероятностей на соответствующую длину кода:

С=[image: image1612.wmf]å
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n

i

1

[image: image1613.wmf]i

ð

[image: image1614.wmf]i
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.

 Цена кодирования выражает среднюю длину элементарного кода.

Пример: пусть заданы коды букв и вероятности их вхождения в сообщение.

а[image: image1615.wmf]®

0;          [image: image1616.wmf]1
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=0,6;

в[image: image1617.wmf]®

10;        [image: image1618.wmf]2

ð

=0,3;

с[image: image1619.wmf]®

11;        [image: image1620.wmf]3

ð

=0,1;

Заметим, что [image: image1621.wmf]å
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[image: image1622.wmf]i
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=1. Тогда С=0,6*1+0,3*2+0,1*2=1,4.

Алгоритм Фано для префиксного кодирования.

Пусть кодируемое сообщения таково, что известны вероятности вхождения каждого символа, причем [image: image1623.wmf]n
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 (1), причем [image: image1624.wmf]å
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[image: image1625.wmf]i
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То есть прежде чем производить кодирование, необходимо расположить буквы алфавита А так, чтобы удовлетворялось условие (1). Затем проверить равенство (2), после чего назначать коды. 

Итак, имеем
[image: image1626.wmf]1
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[image: image1628.wmf]1
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Алгоритм.

Разобьем вероятности на две части так, чтобы суммы вероятностей каждой из частей были примерно равны. Пусть это будет после [image: image1631.wmf]1

k

 вероятности: [image: image1632.wmf]å
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[image: image1635.wmf]j
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. Назначим коды: в верхней части 0, а в нижней 1. Теперь разбиваем верхнюю часть на две части, с примерно равными суммами вероятности: [image: image1636.wmf]å
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[image: image1639.wmf]j
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. И вновь делаем то же самое: для данного деления: к имеющимся кодам добавляем в верхней части 0, а в нижней 1 и так далее до тех пор, пока в верхней части не останется одна строка. Добавим в нее 0, а в нижнюю часть 1. Последнюю нижнюю часть опять разбиваем на две части (если она содержит более одной строки) и так далее, пока в нижней части не останется одна строка. После этого переходим к делению предыдущей нижней части.

 Полученная схема кодирования является префиксной,  так как  код первой строки и код второй строки отличаются друг от друга, по крайней мере, в последнем знаке, то эти коды не могут быть префиксами друг друга. Аналогично, так как в верхней части разбиения добавляется 0, а в нижней 1, то ни один из кодов верхней части не может быть префиксом кода нижней части. Таким образом, схема префиксная, следовательно, разделимая.

Пример: пусть заданы вероятности 

0,25    0,15  0,112  0,11   0,08    0,06    0,06  0,06   0,06  0,05.    
После первого разбиения получим 

        вероят-

        ности    коды

          0,25      0    

          0,15      0    

[image: image1640.wmf]1
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      0,12      0     

           0,11      1     

           0,08      1     

           0,06      1     

           0,06      1           

           0,06      1 

           0,06      1     

           0,05      1   

  после второго разбиения
          вероят

        ностити    коды
[image: image1641.wmf]2
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    0,25      0    00     код назначен

          0,15      0    01     

[image: image1642.wmf]1
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      0,12      0    01     

          0,11      1            

          0,08      1           

          0,06      1           

          0,06      1           

          0,06      1     

          0,06      1     

          0,05      1     

После третьего разбиения

[image: image1643.wmf]2
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      0,25      0    00     
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      0,15      0    01     010      код назначен

[image: image1645.wmf]1
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      0,12      0     01     011      код назначен

          0,11      1                 

          0,08      1           

          0,06      1           

          0,06      1           

          0,06      1       

          0,06      1     

          0,05      1         

После четвертого разбиения
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Окончательно получим:
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Если кодирование равномерное, то цена кодирования по формуле Хартли равна:            [image: image1659.wmf]1
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Оптимальное кодирование.

При использовании кодирования по алгоритму Фано мы получаем некоторую цену кодирования. Так как разбиение на две части неоднозначно, то цена кодирования  может меняться, то есть является некоторой функцией длины элементарных кодов. А так как эта цена кодирования конечна, то она имеет наименьшее значение. Кодирование, при котором цена кодирования имеет наименьшее значение, называется оптимальным. Т.к. число вариантов кодирования конечно, то оптимальное кодирование существует.
Таким образом, алгоритм Фано дает кодирование близкое к оптимальному.

 Рассмотрим несколько вопросов, относящихся к оптимальному кодированию.
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Лемма 2. Пусть имеется распределение вероятностей (1) [image: image1698.wmf]å
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=1 и схема оптимального префиксного кодирования. Тогда среди кодов наибольшей длины есть два, которые отличаются друг от друга только последним разрядом.
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Докажем теперь, что два кода наибольшей  длины отличны только лишь в последнем разряде:
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Теорема об оптимальном кодировании.
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И пусть имеется префиксная схема оптимального кодирования: 
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Тогда схема кодирования: 
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является префиксной и оптимальной.

Разъяснение:

Эта теорема позволяет из оптимального кодирования алфавита, имеющего n-1 букв, составить схему оптимального кодирования для другого алфавита, имеющего n  букв, если выполнено условие (5). Смысл теоремы заключается в том, что для распределения вероятностей, состоящих из двух букв, мы можем произвести оптимальное кодирование. Например.[image: image1795.wmf]1
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=0,3+0,3. каждое из слагаемых поместим в нижнюю часть распределения вероятностей, а имеющемуся коду первой буквы припишем 0 и 1. Получим оптимальную схему кодирования:.
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Далее, продолжая разбивать вероятность р1 = 0,25+0,15, получим новую схему оптимального кодирования
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Замечание:

Не всякая вероятность может быть разбита на два слагаемых, удовлетворяющих условию (5). Например: 
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Доказательство теоремы:

Схема кодирования (4) – префиксная. Цена кодирования
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Схема (6) тоже будет префиксной по построению. 
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Рассмотрим теперь схему оптимального кодирования 
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Что и требовалось доказать.

Алгоритм Хаффмена.

Пусть имеются распределения вероятностей 
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 и поместим [image: image1919.wmf]j

ð

 в соответствующее место (чтобы условие (1) выполнялось) распределения вероятностей и запомним позицию.
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Сложим последние две вероятности [image: image1925.wmf]1
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 и поместим его в соответствующее место распределения  и запомним это место. Получили новое распределение. Здесь складываем последние две вероятности и помещаем в соответствующее место, и так далее, пока не получим две вероятности. Назначаем первой букве код 0, а второй 1. Если первая вероятность является суммой, то исключаем ее из распределения, код ее опускаем на второе и третье  место (подняв код второй  вероятности на первое  место) и приписываем 0 и1. Новая первая вероятность – сумма? Да. Все нижние вероятности сдвигаем вверх, вместе с кодами, а код являющейся суммой опускаем вниз на две последние строчки, приписав ему ноль в предпоследней строчке и 1 в последней.

 Если вероятность первой строки не является суммой, то код первой букве назначен, и мы переходим ко второй вероятности. Разбиваем её и переносим код вниз с приписыванием 0 и 1. И так до тех пор, пока не исчерпаем все суммы.   

Пример.

        вероятности    

 11       12       13      14        15       16        17      18        19   

0,25     0,25    0,25    0,25    0,25    0,25    0,29    0,46    0,64          

0,15     0,15    0,15    0,15    0,22    0,24    0,25    0,29    0,46      

0,12     0,12    0,12    0,14    0,15    0,22    0,24    025          

0,11     0,11    0,12    0,12    0,14    0,15    0,22          

0,08     0,11    0,11    0,12    0,12    0,14             

0,06     0,08     0,08    0,11    0,11                                 

0,06     0,06     0,06    0,08       

0,06     0,06     0,06    

0,06     0,06         

0,05    

В каждом из столбцов подчеркнуты вероятности, являющиеся суммами двух вероятностей. Именно их будем разбивать на соответствующие слагаемые при построении схем оптимального кодирования в соответствии с теоремой об оптимальном кодировании.  

 Перейдем к назначению кодов. Столбец 19 содержит две вероятности, поэтому оптимальными будут коды длиной 1 (столбец 28).

Коды

28   27      26        25           24           23              22             21

0    1         00        01            01           01               01             01

1     00      01        10            11           11               11             11

       01      10        11            000         001             100           100

                 11        000          001         100             101           0000 

                             001          100         101              0000        0001 

                                             101         0000            0001        0010

                                                             0001           0010        0011

                                                                                0011        1010

                                                                                                1011

В первой строке 19 столбца вероятность подчеркнута. Это значит, что она является суммой. Разбиваем ее на два слагаемых и получаем 18 столбец.

Первый код  столбца 28 опускаем в две строчки, следующие за  последней, и приписываем 0 в одной строке и 1 в другой. Поднимем все строки вверх. Получим  коды (столбец 27)  для распределения 18 столбца.

В первой строке 18 столбца вероятность подчеркнута. Это значит, что она является суммой. Разбиваем ее на два слагаемых и получаем 17 столбец.

Первый код  столбца 27 опускаем в две строчки, следующие за  последней, и приписываем 0 в одной строке и 1 в другой. Поднимем все строки вверх. Получим  коды (столбец 26)  для распределения 17 столбца.

В первой строке 17 столбца вероятность подчеркнута. Это значит, что она является суммой. Разбиваем ее на два слагаемых и получаем 17 столбец.

Первый код  столбца 26 опускаем в две строчки, следующие за  последней, и приписываем 0 в одной строке и 1 в другой. Поднимем все строки вверх. Получим  коды (столбец 25) для  распределения 16 столбца.

В 16  столбце подчеркнута вторая вероятность. Это значит, что она является суммой. Разбиваем   ее на  два  слагаемых и  получаем    15 столбец.

Первый код  столбца 25 уже назначен, поэтому  мы его не трогаем, а опускаем второй в две строчки, следующие за  последней, и приписываем 0 в одной строке и 1 в другой. Поднимем все строки ниже первой  вверх. Получим коды (столбец 24) для распределения 15 столбца.

Продолжая в том же духе, получим 21-ый столбец кодов,  соответствующих распределению 11 столбца, т.е. исходному распределению.

Помехоустойчивое кодирование.

При кодировании сообщений, как правило, происходит передача закодированных сообщений. При этом в канале связи могут возникать помехи, в результате которых на выходе получается искаженное сообщение, что затрудняет его декодирование. Помехи бывают четырех видов:

1) Замена бита на другой бит.

2) Удвоение разряда.

3) Потеря разряда.

4) Комбинация этих помех.

Все зависит от технических характеристик канала связи. 

Предположим, что канал связи таков, что для сообщения длины n – битов, в нем происходит одна ошибка замещения бита. Тогда можно произвести кодирование так, что возникшие ошибки могут быть исправлены автоматически.

 Одним из способов исправления таких ошибок является, так называемый, «способ голосования», то есть каждый бит заменяется тремя одинаковыми битами. И на выходе всё сообщение разбивается на тройки. Может оказаться, что в какой-то тройке  два бита одинаковые, а третий нет. Следовательно, отличающийся бит неправильный. Его можно исправить.

Таким образом, вся цепочка передачи сообщения может иметь вид:

Сообщение – составление алфавита А и выявление частоты появления каждой буквы – упорядочивание алфавита по убыванию частот – кодирование – утроение каждого бита – передача кода по каналу связи – разбиение кода на тройки – исправление ошибок – сброс лишних бит – декодирование.

Существуют и другие методы помехоустойчивого кодирования.

Графы.

Задача:

[image: image2632.png]


Имеется 3 домика и 3 колодца. От каждого домика к каждому колодцу проложена тропинка. Требуется проложить тропинки так, чтобы они не пересекались.

Эта задача решений не имеет.

Польский математик Куратовский и советский Понтрягин независимо друг от друга в 1930 году доказали, что при решении этой задачи хотя бы одно пересечение будет.

Понятие графа.

Рассмотренная задача относится к числу классических задач теории графов, создании которой приняли люди самых разных профессий: математик Эйлер, химик Кэли, физик Кирхгоф….

Пусть задано некоторое множество V={V[image: image1928.wmf]1

,V[image: image1929.wmf]2

,…,V[image: image1930.wmf]n

}. Образуем множество Е, элементами которого являются неупорядоченные пары, составленные из элементов множества V: Е={(V[image: image1931.wmf]1

,V[image: image1932.wmf]2

), (V[image: image1933.wmf]1

,V[image: image1934.wmf]5

)….}, причем (V[image: image1935.wmf]1

,V[image: image1936.wmf]2

)=(V[image: image1937.wmf]2

,V[image: image1938.wmf]1

). Множество V называется множеством вершин, а множество Е – множеством ребер. Совокупность этих множеств называется графом G(V,E).

Очень широкое распространение получило изображение графа в виде диаграммы, в которой вершины изображаются точками, а ребра – линиями (необязательно прямыми). 
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Рис1. Граф Понтрягина Куратовского

Смежность.

Если вершина V[image: image1939.wmf]1

 принадлежит ребру Е[image: image1940.wmf]1

, то V [image: image1941.wmf]1

 и Е [image: image1942.wmf]1

 называются инцидентными.

[image: image2634.png]


Две вершины, инцидентные одному ребру, называются смежными. Два ребра, инцидентные одной вершине, тоже называются смежными.

Рс.2. Пример графа.

Вершина V1 смежна  с  вершинами    V2 и V4.  Ребро Е 1 является смежным с ребрами   Е2, Е3, Е5. 

 Количество ребер, инцидентных данной вершине, называется степенью вершины d(V).

Например, для рис2 имеем  d(V [image: image1943.wmf]1

)=3, а d(V [image: image1944.wmf]2

)=2.

Если d(V)=0. то вершина называется изолированной. Если d(V)=1, то вершина называется висячей или концевой.

Если все вершины графа имеют одинаковую степень к, то граф называется регулярным степени к. 
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Рис. 3. Регулярный граф степени 3.

Виды графов.

1) Если множество Е составлено из упорядоченных пар, то есть является подмножеством Декартового квадрата, то граф называется ориентированным, или ор – графом. В орграфе ребра называются дугами
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.

Ьис.4 . Орграф.

Примеры дуг:  (V [image: image1945.wmf]1

, V [image: image1946.wmf]2

), (V [image: image1947.wmf]2

, V [image: image1948.wmf]3

),(V[image: image1949.wmf]3

,V[image: image1950.wmf]2

), (V[image: image1951.wmf]3

,V[image: image1952.wmf]1

), (V[image: image1953.wmf]1

,V[image: image1954.wmf]3

).

Заметим, что (V[image: image1955.wmf]i

,V[image: image1956.wmf]k

)[image: image1957.wmf]¹

 (V[image: image1958.wmf]k

,V[image: image1959.wmf]i

).

Если вершина является началом дуги, то будем говорить, что «дуга исходит из вершины». А если вершина является концом дуги, то «дуга заходит в вершину». Количество заходящих дуг называется полустепенью захода, а количество исходящих дуг – полустепенью исхода.

2) Если допустить, что элементами множества Е являются пары с одиночными вершинами, то такое ребро называе6тся петлей, а граф – псевдографом.

3) Если допустить, сто V является не множеством, а набором элементов, то есть допустимо наличие одинаковых элементов, то у нас могут появиться кратные ребра, а граф будет мультиграфом.

4) Если множество Е содержит элементы, состоящие более чем из двух вершин, то такой граф называется гиперграфом.

В дальнейшем будем рассматривать графы плоские и не содержащие петель.

Теорема Эйлера. Обозначим количество вершин буквой р, а количество ребер буквой q.

Сумма степеней графа равна удвоенному числу ребер: 

[image: image1960.wmf]å

=

n

i

1

d (V[image: image1961.wmf]i

) = 2q.

Доказательство:

Для двух смежных вершин в сумму их степеней каждое ребро входит дважды.

Что и требовалось доказать.
Изоморфизм.

Над графом можно производить различные действия: добавить / удалить ребро / вершину, изменить направление ребра ит.д. 

Два графа называются изоморфными, если при преобразовании не нарушается смежность.
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            Рис 5. Граф 1                                     Рис. 6 Граф 2.

Пример изоморфных графов.

В самом деле, вершинам V1, V2, V3  смежными  в обоих графах являются  вершины V4, V5,  V6 . Вершинам  V4, V5,  V6  смежными  в обоих графах являются  вершины     V1, V2, V3  , что и доказывает их изоморфизм.  

Чтобы установить изоморфизм двух графов надо перебрать все возможные способы расстановки смежных вершин. Если существует хотя бы один способ, устанавливающий одинаковую смежность, то графы изоморфны.  Если такого соответствия нет, то графы не изоморфны.

 Рассмотрим граф
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Рис. 7. Граф 3

Будет ли этот граф изоморфным графу 1? Количество вершин и ребер одинаково. Пусть V1  - в левом верхнем углу. Тогда смежные вершины V4,  V5, V6  расположатся по соседним углам и в левой внутренней точке. Например, так
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                              V1                                                    V5
                                                                V6 
                             V4
Рис. 8. Граф 31
Если вершину V2 разместить в углу, то ока не будет смежна с V6.  Если вершину V2 разместить в средине,  то ока не будет смежна с V4. Ничего нового не будет, если разместить V1 в любом углу. Разместим V1 в средине. Тогда смежные вершины V4,  V5, V6  расположатся по углам
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                               V6                                                 V5
                                        V1
                        V4
Рис. 9. Граф 32
  Если вершину V2 разместить в средине,  то ока не будет смежна с V4. Если вершину V2 разместить в углу, то ока не будет смежна с V6.  

Таким образом, не удается  разместить три несмежных вершины так, чтобы каждая из них была смежной с каждой из оставшихся. Значит, граф 3 не изоморфен графу 1.
Инварианты.

Графы характеризуются некоторыми параметрами: число вершин, ребер, степень вершины и так далее. Параметры, которые не меняются с преобразованием графа, называются инвариантами. 

Рассмотрим следующее утверждение:

Если при преобразовании количество вершин, ребер и степень вершины являются инвариантами, то преобразование - изоморфизм.
Однако наше предложение не является теоремой. В этом нас убеждает граф 3, у которого перечисленные характеристики совпадают с характеристиками графа 1 , но эти графы не изоморфны.

 Пока неизвестен набор инвариантов, позволяющий определить изоморфны ли графы.

Подграфы.

Пусть задан граф G(V,E). Граф G[image: image1962.wmf]|

 (V[image: image1963.wmf]|

,E[image: image1964.wmf]|

) называется подграфом графа G, если 

V 
[image: image1965.wmf]Í

 V [image: image1966.wmf]|

 и/или Е 
[image: image1967.wmf]Í

Е [image: image1968.wmf]|

.

 Если V= V [image: image1969.wmf]|

, то подграф G [image: image1970.wmf]|

 называется остовным. 
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Рис 10. Остовной подграф графа 1

Маршруты. Цепи. Циклы.

Пусть задан граф G(V,E). Последовательность вершин и ребер V[image: image1971.wmf]0

l[image: image1972.wmf]1

V[image: image1973.wmf]1

l[image: image1974.wmf]2

…l[image: image1975.wmf]k

V[image: image1976.wmf]k

, в которой каждые два соседних элемента инцидентны, называется маршрутом.

Замечание: маршрут может быть задан последовательностью  вершин: V[image: image1977.wmf]0

, V[image: image1978.wmf]1

,V[image: image1979.wmf]2

,…,V[image: image1980.wmf]k

. Вершины  V[image: image1981.wmf]0

 и V[image: image1982.wmf]k

 - концы маршрута.

Маршрут, в котором все ребра различны, называется цепью.

Цепь, в которой все вершины различны, называется простой цепью.

Цепь, в которой начальная и конечная вершины совпадают, называется циклом.

Простая цепь, в которой начальная и конечная вершины совпадают, называется простым циклом. 

Граф, не имеющий циклов, называется ациклическим.

Задача. Выделить маршрут, связывающий V [image: image1983.wmf]2

, V [image: image1984.wmf]4

, цепь, простую цепь, цикл, простой цикл. Рис.111
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Рис. 11. Маршруты, цепи, циклы.

Решение:

V[image: image1985.wmf]2

, l[image: image1986.wmf]1

, V[image: image1987.wmf]1

, l[image: image1988.wmf]2

, V[image: image1989.wmf]3

, l[image: image1990.wmf]2

, V[image: image1991.wmf]1

, l[image: image1992.wmf]3

, V[image: image1993.wmf]4

 - маршрут, но не цепь.

V[image: image1994.wmf]1

, V[image: image1995.wmf]2

, V[image: image1996.wmf]3

, V[image: image1997.wmf]1

, V[image: image1998.wmf]4

 - цепь.

V[image: image1999.wmf]2

, V[image: image2000.wmf]1

, V[image: image2001.wmf]3

, V[image: image2002.wmf]4

 - простая цепь.

V[image: image2003.wmf]1

, V[image: image2004.wmf]2

, V[image: image2005.wmf]3

, V[image: image2006.wmf]4

, V[image: image2007.wmf]3

, V[image: image2008.wmf]1

 - цикл.

V[image: image2009.wmf]1

, V[image: image2010.wmf]2

, V[image: image2011.wmf]3

, V[image: image2012.wmf]1

 - простой цикл.

Теорема. Если существует цепь, соединяющая две вершины, то существует и простая цепь.

Доказательство:

Пусть существует цепь V[image: image2013.wmf]1

,V[image: image2014.wmf]2

,…,V[image: image2015.wmf]i

,V[image: image2016.wmf]1

+

i

,…,V[image: image2017.wmf]i

,…,V[image: image2018.wmf]k

. Все вершины и ребра, расположенные между V[image: image2019.wmf]i

 и вторым вхождением V[image: image2020.wmf]i

, можно из цепи выбросить вместе с одной из V[image: image2021.wmf]i

. Получилась новая цепь, содержащая V[image: image2022.wmf]i

 один раз. Если в ней еще есть одинаковые вершины, поступаем так же. Получится цепь, не содержащая одинаковых вершин, то есть простая цепь.

Что и требовалось доказать.

Замечание:  в орграфах цепь называется путем, а цикл - контуром.

Расстояние.

Пусть имеется цепь, связывающая две вершины. Количество ребер, входящих в цепь, называется расстоянием d(U, V),где U и V – концы цепи.

Так как количество вершин конечно, то количество цепей тоже конечно, следовательно, расстояние ограничено снизу и сверху, а значит, существует цепь с кратчайшим расстоянием, которая называется геодезической.

Наибольшее из расстояний называется диаметром графа.

Вершины, находящиеся на одном и том же расстоянии от заданной вершины, образуют ярус.

Полный граф – граф, у которого любые две вершины смежены.

[image: image2644.png]



Рис.12. Пример полного графа.

Связность.


Если для двух вершин существует цепь, то они называются связанными. Граф называется связным, если у него все вершины связны. Таким образом, если граф не связан. то из него можно выделить связные подграфы, называемые компонентами связности..
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Рис.0. Связный граф.  Рис.14. граф с двумя компонентами связности.

Задание графа.
· Матрица смежности.
Пусть имеется граф G с n вершинами. Рассмотрим квадратную матрицу n, элементами которой являются 0 и 1.
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                                             V[image: image2024.wmf]1
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Эта матрица называется матрицей смежности, и она симметрична относительно главной диагонали.
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   Рис. 15. Пример задания графа матрицей смежности

· Матрица инцидентности.

Матрица инцидентности устанавливает связь вершин и инцидентных с ней ребер.
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Пример    [image: image2648.png]
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             Рис.16. Задание графа  матрицей инцидентности                                                                                                            

· Список смежности.

В списке смежности указывается вершина и смежные с ней вершины. 
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Рис. 17. Задание графа списком смежности.
Задание графа в виде  списка смежности полезно при решении задачи обхода всех вершин графа: обследовать все вершины графа, побывав в каждой 1 раз. 

Различают два метода решения этой задачи:

1) Поиск в глубину.

2) Поиск в ширину.

При поиске в глубину некоторая вершина выбирается в качестве начальной и помечается. Затем рассматривается список смежности этой вершины и из него выбирается первая вершина и помечается (какая-то вершина U). Рассматривается список смежности для вершины U. Выбирается первая вершина и помечается (W).Рассматриваем список смежности для W, и так далее пока не столкнемся со случаем, что вершины списка помечены. Возвращаемся в вершину U и выбираем не помеченную вершину, если такая есть. Продвигаемся в этом направлении до тех пор, пока список вершины не оказывается помеченным. Опять возвращаемся назад и так далее. В итоге все вершины будут помечены.

Пример: Рис 17

Пусть начальная вершина V[image: image2073.wmf]7

(метка 1).В списке смежности вершины V[image: image2074.wmf]7

 числится V[image: image2075.wmf]6

(метка 2). В списке смежности V[image: image2076.wmf]6

 - вершина V[image: image2077.wmf]3

(метка 3). В списке смежности вершины V[image: image2078.wmf]3

 имеются вершины V[image: image2079.wmf]2

,V[image: image2080.wmf]4

,V[image: image2081.wmf]6

. V[image: image2082.wmf]6

 уже помечена. Из V[image: image2083.wmf]2

 следуем в V[image: image2084.wmf]1

(метка 5). V[image: image2085.wmf]1

[image: image2086.wmf]®

V [image: image2087.wmf]5

( метка 6). Аналогично, V[image: image2088.wmf]5

[image: image2089.wmf]®

V[image: image2090.wmf]4

(метка 7). Теперь возвращаемся в V[image: image2091.wmf]5

. Все вершины помечены. Аналогично и в V[image: image2092.wmf]1

,V[image: image2093.wmf]2

, V[image: image2094.wmf]3

. В списке смежности V[image: image2095.wmf]6

 имеется непомеченная вершина - V[image: image2096.wmf]8

(метка 8). В списке V[image: image2097.wmf]6

 все вершины помечены. Возвращаемся в V[image: image2098.wmf]7

. Здесь тоже все помечены. Следовательно, обход графа завершен. См. рис. 18

[image: image2650.png]



     Рис. 18. Граф с помеченными вершинами при обходе в глубину.

Приведенный нами алгоритм убеждает в справедливости теоремы:

 Если граф конечен и связан, то при обходе в глубину каждая вершина обходится по одному разу.

Замечание:

Если при обходе в глубину (особенно для орграфов) оказывается ситуация, что при возращении в исходную вершину весь список помечен, но есть еще непомеченные вершины, то непомеченную вершину можно выбрать в качестве новой начальной и продолжить поиск.

Поиск в ширину. Смысл поиска в ширину заключается в том, что некоторую вершину V мы объявляем начальной - V[image: image2099.wmf]0

. Перебираем весь список смежности этой вершины. Когда список исчерпан, то есть все вершины, достижимые из V[image: image2100.wmf]0

, помечены, мы переходим к 1 – ой вершине из помеченных. Затем, исчерпав список этой вершины, переходим ко 2 – ой вершине из 1 – ых помеченных и так далее до тех пор, пока не останется непомеченных вершин.

Пример: См. рис. 19.

[image: image2651.png]AN



Пусть V7 (метка 1)- начальная вершина. В списке смежности у вершины V[image: image2101.wmf]7

 вершина V6 (метка 2). Больше нет вершин в списке смежности V[image: image2102.wmf]7

. Переходим в V[image: image2103.wmf]6

. V[image: image2104.wmf]6

[image: image2105.wmf]®

(V[image: image2106.wmf]3

,V[image: image2107.wmf]7

,V[image: image2108.wmf]8

). Назначаем метку вершине V[image: image2109.wmf]3

(метка 3). V[image: image2110.wmf]7

 - помечена, V[image: image2111.wmf]8

( метка 4). Список вершины V[image: image2112.wmf]6

 исчерпан, переходим в вершину V[image: image2113.wmf]3

[image: image2114.wmf]®

 (V[image: image2115.wmf]2

,V[image: image2116.wmf]4

,V[image: image2117.wmf]6

).   Вершины V[image: image2118.wmf]2

(метка 5), V[image: image2119.wmf]4

(метка 6). Возвращаемся в список вершины V[image: image2120.wmf]6

. Вершины V[image: image2121.wmf]7

 и V[image: image2122.wmf]8

 - помечены. Возвращаемся в V[image: image2123.wmf]3

, затем в V[image: image2124.wmf]2

[image: image2125.wmf]®

(V[image: image2126.wmf]1

,V[image: image2127.wmf]3

). V[image: image2128.wmf]1

(метка 7). Возвращаемся в V[image: image2129.wmf]3

 и переходим в V[image: image2130.wmf]4

. V[image: image2131.wmf]4

[image: image2132.wmf]®

(V[image: image2133.wmf]3

,V[image: image2134.wmf]5

). Переходим в V[image: image2135.wmf]1

. Все вершины из списка V[image: image2136.wmf]1

 помечены. Переходим в V[image: image2137.wmf]5

. Список V[image: image2138.wmf]5

 - помечен. Непомеченных вершин не осталось. Поиск в ширину закончен.

Рис 19. Пометки вершин графа при поиске в ширину.

Ясно, что последовательность поиска в глубину и в ширину зависит от выбора V[image: image2139.wmf]0

.
 Метод математической индукции:

Мы заметили некоторую закономерность в значениях изучаемой последовательности. Проверяем эту закономерность для n=1. Предполагаем, что формула справедлива при некотором n и доказываем, что она справедлива для n=n+1. Подставляем в формулу n+1 и получаем формулу, которой соответствует (n+1) – ый член. Затем получаем (n+1) – ый член, исходя из общего принципа построения последовательности. Получим формулу для n+1. Если эти формулы совпадают, то закономерность считается доказанной.

Пример:
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, при n=1 эта формула справедлива: Пусть она справедлива при некотором n. Если она справедлива для n+1, то должно быть   S[image: image2141.wmf]2
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 Получим эту формулу из общих соображений.
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Что и требовалось доказать.

Двудольные графы.

[image: image2652.png]


Пусть задан граф G. Если вершины графа могут быть разбиты на два множества Х и У G(V,E), V= Х [image: image2145.wmf]U

У, таких, что каждая вершина множества Х смежна со всеми вершинами множества У (следовательно, каждая вершина из У смежна со всеми вершинами из Х), и все вершины каждого из этих подмножеств между собой не смежены, то такой граф называется двудольным.
                                Рис. 20. Пример двудольного графа.

   Граф Понтрягина – Куратоввского – тоже двудольный граф.
Задача о наименьшем числе аварий.

Пусть множество Х – множество печей для обжига кирпича, а множество У – множество платформ для сушки кирпича. Печи соединены с платформами рельсами. В месте пересечения рельсов вагонетки могут сойти с рельса. Ясно, чем меньше пересечений, тем меньше аварий. Каково наименьшее число аварий?

Поставим задачу в математическом виде.
Пусть имеется двудольный граф G[image: image2146.wmf]mn

, где m и n – мощности множеств Х и У соответственно. Предположим, что вершины и ребра расположены в одной плоскости. В каждой точке, отличной от вершины пересекаются не более двух ребер. Оценим общее количество внутренних точек пересечения двудольного графа.

 Введем обозначения: J(m, n) – функция, значением которой является число таких точек пересечения. 

Нам известно, что  граф Понтрягина – Куратоввского  имеет не менее одного пересечения, т.е.  J(3, 3) [image: image2147.wmf]³
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Доказательство:

На первом этапе докажем, что эта теорема справедлива при m =3:

m=3, значит r=1, и тогда должно быть
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Воспользуемся методом математической индукции:

Итак, положим s=1, тогда
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,что справедливо. Граф (3,2) не имеет пересечений, в чем достаточно просто убедиться (рис. 21), а граф (3,3) -  это граф Понтрягина – Куратоввского, имеющий одну точку пересечения.
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                                      Рис. 21. Двудольный граф (3,2.

Предположим, что теорема справедлива для некоторого s и докажем, что она справедлива для s+1. Мы должны будем получить:
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Разобьем граф G[image: image2153.wmf]n

3

 на подграфы.  
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Рис. 22. Разбиение графа на подграфы и пример объединения их в пары.

Будем рассматривать всевозможные пары этих подграфов
 G [image: image2154.wmf]ij

(i [image: image2155.wmf]¹

j):
Может оказаться, что каждая пара имеет хотя бы одну точку пересечения. Общее число пар [image: image2156.wmf]2
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Полагая, что S=S+1, получим n=2(S+1), если n - четное       (2),

n=2(S+1) +1, если n – нечетное.          (3)

Подставим формулу (2) в (1): Получим:
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, что совпадает с оценкой  (*).

Теперь подставим (3) в (1): 
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, что совпадает с оценкой  (*).

Предположим теперь, что имеется пара G [image: image2164.wmf]ij

, не имеющая точек пересечения. Тогда у нас останется n-2 подграфа, имеющих точки пересечения. По предположению индукции граф с (n-2) вершинами должен иметь [image: image2165.wmf]ï
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. Добавим вершину n+1: [image: image2166.wmf]ï
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, что  совпадает с оценкой (*).
Мы доказали, что при m=3 исходная формула справедлива. 
Докажем теперь, что формула для оценки общих точек пересечения справедлива для любого m:
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Воспользуемся методом индукции, т. докажем справедливость формулы (5) для  
[image: image2168.wmf])

,

1

(

n

m

J

+

, [image: image2169.wmf])

1

,

(

+

n

m

J

, [image: image2170.wmf])

1

,

1

(

+

+

n

m

J

.

Рассмотрим первый случай. При r=s=1  формула справедлива.
Предположим, что m=2r. Разобьем граф G [image: image2171.wmf]mn

 на подграфы и пронумеруем их: 

Рис. 23. Разбиение графа на подграфы.

Объединим последовательно 1 – ый и 2 – ой, 3 – ий и 4 – ый…: (1,2), (3,4),…,      (2r-1,2 r) подграфы. По индуктивному предположению формула (5) справедлива. Добавим х[image: image2172.wmf]1

+

m

 вершину. Эта вершина с каждой парой подграфов образует подграф G[image: image2173.wmf]n

3

, а для него доказано, что число точек пересечения равно (s[image: image2174.wmf]2

-s), если n=2s, и s[image: image2175.wmf]2

, если n=2 s+1. Тогда общее число пересечений (у нас  r пар)

[image: image2176.wmf])

,

1

(

n

m

J

+

= J(m,n)+ r(s[image: image2177.wmf]2

- s) или [image: image2178.wmf])

,

1

(

n

m

J

+

= J(m,n)+ r s[image: image2179.wmf]2

. 

Получим:

 [image: image2180.wmf])

,

1

(

n

m

J

+

=(r[image: image2181.wmf]2

-r) (s[image: image2182.wmf]2

-s) +r(s[image: image2183.wmf]2

-s) =r[image: image2184.wmf]2

(s[image: image2185.wmf]2

-s) 
или 
[image: image2186.wmf])

,

1

(

n

m

J

+

=(r[image: image2187.wmf]2

-r)s[image: image2188.wmf]2

+rs[image: image2189.wmf]2

=r[image: image2190.wmf]2

s[image: image2191.wmf]2

, т.о. формула (5) справедлива.

Пусть теперь m=2r+1 (нечетное). Тогда при разбиении на пары подграфов последней вершине m – ой не хватает пары. Но если мы добавим (m+1) – ую вершину, то получим подграф G[image: image2192.wmf]1

,

+

m

m

. Может оказаться, что этот подграф имеет точки пересечения или не имеет их. Если не имеет, то наша оценка не изменится, а если имеет, то только усилится.

 Если добавляется вершина во множество у, доказательство ничем отличаться не будет. Если же вершина добавляется во множества х и у, то сначала доказывается добавление во множество х, а потом во множество у.

Что и требовалось доказать.

Пример:

m=4, n=4, тогда r=2, s=2.

J (4, 4) [image: image2193.wmf]³

(2[image: image2194.wmf]2

-2) ( 2[image: image2195.wmf]2

-2) = 4.

Взвешенный граф.


Пусть задан граф G(V,E). Если каждому ребру этого графа поставлено в соответствие некоторое число, то граф называется взвешенным.

При задании взвешенных графов в матрицу смежности (или список) заносятся веса.

Задача о кратчайшем пути.

Пусть задан связный взвешенный граф. Будем истолковывать его вершины как населенные пункты, а веса как расстояния между ними. Поставим задачу о нахождении такого маршрута, соединяющего х[image: image2196.wmf]0

 и х[image: image2197.wmf]n

, что сумма расстояний была минимальной (маршрут не обязан включать все вершины).





Рис. 24. Пример дорожного графа.

Обозначим l[image: image2198.wmf]ij

 - расстояние от i– той  до смежной с ней j – той вершины. Задача о нахождении кратчайшего расстояния может быть решена прямым перебором всевозможных расстояний. Кроме кратчайшего расстояния нам необходимо еще и знание промежуточных вершин, через которые пролегает маршрут. Если n – велико, то эта задача становится трудно разрешимой. Возникает необходимость в разработке более компактного алгоритма.

Алгоритм Форда.

Сущность этого алгоритма заключается в том, что каждой i – той вершине ставится в соответствие некоторое число [image: image2199.wmf]l

[image: image2200.wmf]i

, значение которого зависит от значения [image: image2201.wmf]l

 предыдущей вершины и расстояния между ними. Сначала объявляется [image: image2202.wmf]l

[image: image2203.wmf]0

 - 0, а все остальные   [image: image2204.wmf]l

=   ∞:

	[image: image2205.wmf]l

[image: image2206.wmf]0


	[image: image2207.wmf]l

[image: image2208.wmf]1


	[image: image2209.wmf]l

[image: image2210.wmf]2


	…
	[image: image2211.wmf]l

[image: image2212.wmf]n



	0
	∞
	∞
	∞
	∞


Обозначим через l[image: image2213.wmf]ij

 расстояние между i – той  и j – той вершинами. 

Пусть назначена [image: image2214.wmf]l

[image: image2215.wmf]i

 i – той вершине (i=0,1,…, n). Рассмотрим все    j – ые вершины, смежные с i – той. Если [image: image2216.wmf]l

[image: image2217.wmf]j

-[image: image2218.wmf]l

[image: image2219.wmf]i

> l[image: image2220.wmf]ij

      (1),

то полагаем [image: image2221.wmf]l

[image: image2222.wmf]j

=[image: image2223.wmf]l

[image: image2224.wmf]i

+ l[image: image2225.wmf]ij

        (2)

И так до тех пор, пока не дойдем до [image: image2226.wmf]l

[image: image2227.wmf]n

. Значение [image: image2228.wmf]l

[image: image2229.wmf]n

 и будет значением кратчайшего пути.
Обратный ход:
Мы получили[image: image2230.wmf]l

[image: image2231.wmf]n

=[image: image2232.wmf]l

[image: image2233.wmf]1

k

+l[image: image2234.wmf]n

k

1

          (1*)                                                       
Среди расстояний, соединяющих х[image: image2235.wmf]n

 со смежными вершинами, ищем         l[image: image2236.wmf]n

k

1

= [image: image2237.wmf]l

[image: image2238.wmf]n

-[image: image2239.wmf]l

[image: image2240.wmf]1

k

. 
Затем ищем вершину х[image: image2241.wmf]2

k

, у которой [image: image2242.wmf]l

[image: image2243.wmf]1

k

=[image: image2244.wmf]l

[image: image2245.wmf]2

k

+l[image: image2246.wmf]1

k

[image: image2247.wmf]2

k

. Затем переходим в х[image: image2248.wmf]2

k

 и так далее пока не доберемся до х[image: image2249.wmf]0

.

Замечание 1:

При каждом поиске предыдущей вершины обратного хода  необходимо проверять все смежные вершины, так как предыдущая вершина может быть не единственной.

Замечание 2:

Изменение значения [image: image2250.wmf]l

 происходит только тогда, когда выполняется неравенство (1), то есть [image: image2251.wmf]l

[image: image2252.wmf]j

>[image: image2253.wmf]l

[image: image2254.wmf]i

+l[image: image2255.wmf]ij

. Заменяя значение [image: image2256.wmf]l

[image: image2257.wmf]j

 по формуле (2), мы тем самым уменьшаем его. Так как граф связный, то висячих вершин нет, и, следовательно, каждая вершина получит значение [image: image2258.wmf]l

.


Обоснование алгоритма:

Так как значение [image: image2259.wmf]l

 при каждом шаге может только уменьшаться, то последовательность значений [image: image2260.wmf]l

 для каждой вершины в конечном итоге принимает минимальное значение. В конечном итоге каждая [image: image2261.wmf]l

 - это кратчайшее расстояние данной вершины от х[image: image2262.wmf]0

.

Пример: 

Рис. 25. Пример взвешенного графа.

1) i=0, j=1,2,3;
j=1: [image: image2263.wmf]l

[image: image2264.wmf]1

-[image: image2265.wmf]l

[image: image2266.wmf]0

=∞-0, ∞>l[image: image2267.wmf]0

[image: image2268.wmf]1

; [image: image2269.wmf]l

[image: image2270.wmf]1

=[image: image2271.wmf]l

[image: image2272.wmf]0

+l[image: image2273.wmf]0

[image: image2274.wmf]1

=5; заносим в таблицу.

j=2: [image: image2275.wmf]l

[image: image2276.wmf]2

-[image: image2277.wmf]l

[image: image2278.wmf]0

=∞-0, ∞>l[image: image2279.wmf]0

[image: image2280.wmf]2

; [image: image2281.wmf]l

[image: image2282.wmf]2

=[image: image2283.wmf]l

[image: image2284.wmf]0

+l[image: image2285.wmf]0

[image: image2286.wmf]2

=6; заносим в таблицу.

j=3: [image: image2287.wmf]l

[image: image2288.wmf]3

-[image: image2289.wmf]l

[image: image2290.wmf]0

=∞-0, ∞>l[image: image2291.wmf]0

[image: image2292.wmf]3

; [image: image2293.wmf]l

[image: image2294.wmf]3

=[image: image2295.wmf]l

[image: image2296.wmf]0

+l[image: image2297.wmf]0

[image: image2298.wmf]3

=4; заносим в таблицу.

2) i=1, j=0,2,4 (0 –уже не рассматриваем)

j=2: [image: image2299.wmf]l

[image: image2300.wmf]2

-[image: image2301.wmf]l

[image: image2302.wmf]1

=1[image: image2303.wmf]2

, [image: image2304.wmf]l

[image: image2305.wmf]2

<[image: image2306.wmf]l

[image: image2307.wmf]1

+l[image: image2308.wmf]1

[image: image2309.wmf]2

; значит не меняем [image: image2310.wmf]l

[image: image2311.wmf]2

  

j=4: [image: image2312.wmf]l

[image: image2313.wmf]4

>[image: image2314.wmf]l

[image: image2315.wmf]1

+l[image: image2316.wmf]1

[image: image2317.wmf]4

, [image: image2318.wmf]l

[image: image2319.wmf]4

= 5+8 = 13; заносим в таблицу.

3) i=2, j=0, 1, 3, 4.
j=0; не рассматриваем
j=1: [image: image2320.wmf]l

[image: image2321.wmf]1

<[image: image2322.wmf]l

[image: image2323.wmf]2

+l[image: image2324.wmf]1

[image: image2325.wmf]2

; значит не меняем  [image: image2326.wmf]l

[image: image2327.wmf]1

        

j=3: [image: image2328.wmf]l

[image: image2329.wmf]3

<[image: image2330.wmf]l

[image: image2331.wmf]2

+l[image: image2332.wmf]2

[image: image2333.wmf]3

; значит не меняем  [image: image2334.wmf]l

[image: image2335.wmf]3


j=4: [image: image2336.wmf]l

[image: image2337.wmf]4

>[image: image2338.wmf]l

[image: image2339.wmf]2

+l[image: image2340.wmf]2

[image: image2341.wmf]4

, [image: image2342.wmf]l

[image: image2343.wmf]4

=6+2=8; заносим в таблицу.

4) i=3, j=0,2,5,6;

j=0; не рассматриваем
j=2: [image: image2344.wmf]l

[image: image2345.wmf]2

<[image: image2346.wmf]l

[image: image2347.wmf]3

+l[image: image2348.wmf]2

[image: image2349.wmf]3

; значит не меняем

j=5: [image: image2350.wmf]l

[image: image2351.wmf]5

=4+6=10; заносим в таблицу.
j=6: [image: image2352.wmf]l

[image: image2353.wmf]6

=[image: image2354.wmf]l

[image: image2355.wmf]3

+l[image: image2356.wmf]6

[image: image2357.wmf]3

, [image: image2358.wmf]l

[image: image2359.wmf]6

=4+110=14; заносим в таблицу.

5) i=4, j=1,2,5,7;

j=1: [image: image2360.wmf]l

[image: image2361.wmf]1

<[image: image2362.wmf]l

[image: image2363.wmf]4

+l[image: image2364.wmf]1

[image: image2365.wmf]4

; значит не меняем

j=2: [image: image2366.wmf]l

[image: image2367.wmf]2

<[image: image2368.wmf]l

[image: image2369.wmf]4

+l[image: image2370.wmf]2

[image: image2371.wmf]4

; значит не меняем

j=5: [image: image2372.wmf]l

[image: image2373.wmf]5

<[image: image2374.wmf]l

[image: image2375.wmf]4

+l[image: image2376.wmf]4

[image: image2377.wmf]5

; значит не меняем

j=7: [image: image2378.wmf]l

[image: image2379.wmf]7

=[image: image2380.wmf]l

[image: image2381.wmf]4

+l[image: image2382.wmf]4

[image: image2383.wmf]7

, [image: image2384.wmf]l

[image: image2385.wmf]7

=10; заносим в таблицу.

6) i=5, j=3,4,6,7;

j=3: [image: image2386.wmf]l

[image: image2387.wmf]3

<[image: image2388.wmf]l

[image: image2389.wmf]5

+l[image: image2390.wmf]3

[image: image2391.wmf]5

; значит не меняем

j=4: [image: image2392.wmf]l

[image: image2393.wmf]4

<[image: image2394.wmf]l

[image: image2395.wmf]5

+l[image: image2396.wmf]4

[image: image2397.wmf]5

; значит не меняем

j=6: [image: image2398.wmf]l

[image: image2399.wmf]6

=[image: image2400.wmf]l

[image: image2401.wmf]5

+l[image: image2402.wmf]5

[image: image2403.wmf]6

, [image: image2404.wmf]l

[image: image2405.wmf]6

=14; заносим в таблицу.

j=7: [image: image2406.wmf]l

[image: image2407.wmf]7

<[image: image2408.wmf]l

[image: image2409.wmf]5

+l[image: image2410.wmf]5

[image: image2411.wmf]7

; значит не меняем

7) i=6, j=3,5,7;

j=3: [image: image2412.wmf]l

[image: image2413.wmf]3

<[image: image2414.wmf]l

[image: image2415.wmf]6

+l[image: image2416.wmf]3

[image: image2417.wmf]6

; значит не меняем

j=5: [image: image2418.wmf]l

[image: image2419.wmf]5

<[image: image2420.wmf]l

[image: image2421.wmf]6

+l[image: image2422.wmf]5

[image: image2423.wmf]6

; значит не меняем

j=7: [image: image2424.wmf]l

[image: image2425.wmf]7

<[image: image2426.wmf]l

[image: image2427.wmf]6

+l[image: image2428.wmf]6

[image: image2429.wmf]7

; значит не меняем

8) i=7, j=4,5,6;

j=4; не рассматриваем
j=5; не рассматриваем

j=6: [image: image2430.wmf]l

[image: image2431.wmf]6

<[image: image2432.wmf]l

[image: image2433.wmf]7

+l[image: image2434.wmf]6

[image: image2435.wmf]7

; значит не меняем

 Получили схему:

	[image: image2436.wmf]l

[image: image2437.wmf]0


	[image: image2438.wmf]l

[image: image2439.wmf]1


	[image: image2440.wmf]l

[image: image2441.wmf]2


	[image: image2442.wmf]l

[image: image2443.wmf]3


	[image: image2444.wmf]l

[image: image2445.wmf]4


	[image: image2446.wmf]l

[image: image2447.wmf]5


	[image: image2448.wmf]l

[image: image2449.wmf]6


	[image: image2450.wmf]l

[image: image2451.wmf]7
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Обратный ход:

Начиная с последней вершины, проверяем все ей смежные на выполнение условия: l[image: image2452.wmf]n

k

= [image: image2453.wmf]l

[image: image2454.wmf]n

-[image: image2455.wmf]l

[image: image2456.wmf]k

.  

Получим кратчайший путь  хПоучаем: х[image: image2457.wmf]7

[image: image2458.wmf]®

х[image: image2459.wmf]4

[image: image2460.wmf]®

х[image: image2461.wmf]2

[image: image2462.wmf]®

х[image: image2463.wmf]0

.

Задача о максимальном потоке.

Предварительно рассмотрим простую задачу. Пусть трубопровод состоит из трех труб различного сечения с пропускными способностями 10 л/мин, 5 л/мин, 7 л/мин. 

Вполне очевидно, что пропускная способность системы равна 5 л/мин, т.е. совпадает с наименьшей пропускной способностью труб.


                                         10 л/мин     5 л/мин     7 л/мин                

Рис. 26  Трубопровод.
Пусть имеется некоторый взвешенный орграф G(V,E). Выделим в этом графе некоторые две вершины s, t, которые назовем источником и стоком. Будем рассматривать веса как пропускную способность дуги  q [image: image2464.wmf]ij

. Количество фактически проходящих единиц по дуге обозначим через z[image: image2465.wmf]ij

. z [image: image2466.wmf]ij

 - поток, проходящий через дугу ij. Ясно, что q [image: image2467.wmf]³

ij

z [image: image2468.wmf]ij

.

Пусть к источнику S прибывает поток Р. Для того, чтобы сеть функционировала нормально, должно быть Р [image: image2469.wmf]s

= Р [image: image2470.wmf]t

, Р [image: image2471.wmf]+

i

- Р[image: image2472.wmf]-

i

=0. Требуется организовать перемещение так, чтобы величина Р была максимальной. 

Разделим множество вершин на подмножества Х[image: image2473.wmf]1

 и Х[image: image2474.wmf]2

. Рассмотрим дугу (V[image: image2475.wmf]i

V[image: image2476.wmf]j

) и отнесем вершину V[image: image2477.wmf]i

 к х[image: image2478.wmf]1

, а V[image: image2479.wmf]j

 к х[image: image2480.wmf]2

. Таким образом, для данного  разбиения (х[image: image2481.wmf]1

,х[image: image2482.wmf]2

) концы дуг принадлежат разным подмножествам. Такое разбиение называется разрезом, отделяющим вершину V[image: image2483.wmf]i

 от V[image: image2484.wmf]j

.

 Совокупность потоков, протекающих через х[image: image2485.wmf]1

х[image: image2486.wmf]2

, называется потоком разреза.

Теорема Форда – Фолкерсона.

Теорема. Максимальный поток сети равен минимальному потоку разреза.

Доказательство:

Так как максимальный поток обязательно пройдет по дуге минимального разреза, то это будет означать, что он совпадает с минимальным потоком разреза. Это будет выполняться, если выполняется условия: Р [image: image2487.wmf]s

=Р [image: image2488.wmf]t

, Р 
 - Р[image: image2489.wmf]-

i

=0. 

 Предположим, что пропускные способности дуг выражаются целыми числами.

. Будем последовательно строить разрезы, и назначать каждой вершине некоторое число – метку  r  по следующему правилу.

r[image: image2490.wmf]j

= min(r[image: image2491.wmf]i

,  q ij  - z [image: image2492.wmf]ij

), если z [image: image2493.wmf]ij

  ≤ . q [image: image2494.wmf]ij

 и дуга исходит из вершины V[image: image2495.wmf]i

,  и  r[image: image2496.wmf]j

= z[image: image2497.wmf]ij

, при z [image: image2498.wmf]ij

>0, если душа заходит в V[image: image2499.wmf]i

 .
Для определенности в метку будем включать указатель вершины, из которой мы пришли в вершину V[image: image2500.wmf]j

, то есть метка будет выглядеть: +V[image: image2501.wmf]i

,r[image: image2502.wmf]i

 - если V[image: image2503.wmf]i

 - вершина исхода; и  -V[image: image2504.wmf]i

, r[image: image2505.wmf]i

 , если V[image: image2506.wmf]i

 - вершина захода.

Будем строить разрезы.

Включаем в разрез источник - вершину V1 , присвоив ей метку 
 r[image: image2507.wmf]s

= ∞, и положив все потоки z[image: image2508.wmf]ij

= 0.

Просматриваем все смежные вершины, идущие в прямом направлении Γ+ . Если  им не присвоены метки, то присваиваем их  r[image: image2509.wmf]j

=min(r[image: image2510.wmf]i

,q[image: image2511.wmf]ij

-z[image: image2512.wmf]ij

) (1)

Тем самым включаем эти вершины в подмножество Х1.

Просматриваем все смежные вершины, идущие в обратном  направлении Γ- . Если  им не присвоены метки, то присваиваем их 
 r[image: image2513.wmf]j

= z[image: image2514.wmf]ij

>0 (2).

Тем самым включаем эти вершины в подмножество Х1.

Проделаем это со следующей вершиной и со следующей, пока не дойдем до вершины t. 

1). При этом может оказаться, что вершина t попадает во множество Х[image: image2515.wmf]1

. Это будет означать, что полученные нами потоки могут быть увеличены на некоторую величину для дуг в прямом направлении, и уменьшены в обратном направлении. Для полученной цепи , связывающей сток и источник (вершины меток) полагаем потоки равными меткам.

Для дуг, идущих в прямом направлении найдем 
 в1 = min(q ij  - z [image: image2516.wmf]ij

).

Для дуг, идущих в обратном  направлении найдем  в2 = min z[image: image2517.wmf]ij

>0 .   

 Найдем  в = min(в1, в2). Используя метки, строим цепь, связывающую сток с источником. Такие цепи называются аугментальными.  Для дуг в прямом направлении к имеющимся потокам прибавим величину в, и вычтем в из потоков в обратном направлении.

После этого стираем все метки и строим новые разрезы с новыми потоками.

2). Вершина t не попала в Х1. это значит, что для дуг в прямом направлении имеем    q ij  = z [image: image2518.wmf]ij

, а для дуг  в обратном направлении 
 z [image: image2519.wmf]ij

.=0. Иначе говор, величина потока равна значению разреза, который и будет минимальным.
Т.к. пропускные способности дуг выражаются целыми числами, то в случае 1). Мы увеличивали поток на некоторое целое число, значит рано или поздно получим максимальный поток. Это наступит тогда, когда не останется аугментальных цепей.

Таким образом, установлено существование минимального разреза. Теорема доказана. Заодно, получен алгоритм нахождения наибольшего потока.

Пример. Граф задается матрицей смежности (пропускных способностей).
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Рис. 27. Пример сети с 10 вершинами.
Вершина   V1   - источник, вершина V10   - сток. Строим разрезы.
Вершине   V1   присваиваем  метку r1= ∞, положив все потоки
 z[image: image2520.wmf]ij

= 0. 

Просматриваем вершину   V1.

  Γ+ (V1) = {V2 , V3}. 

Присваиваем вершине  V2    метку  + V1, r2=   min(r1,q12-z12) = min(∞, 10 -0) =10.    Метка  V2:    + V1, r2=   10.

Присваиваем вершине  V3    метку  + V1, r3=   min(r1,q13-z13) = min(∞, 17 -0) =17.    Метка  V3:    + V1, r3=   17.

Γ- (V1) – пусто.

Вершина   V1   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V2.

  Γ+ (V2) = {V4 , V6}. 

Присваиваем вершине  V4    метку  + V2, r4=   min(r2,q24-z24) = min(10, 13 -0) =10.    Метка  V4:    + V2, r4=   10.
Присваиваем вершине  V6    метку  + V2, r6=   min(r2,q26-z26) = min(10, 23 -0) =10.    Метка  V6:    + V2, r6=   10.
Γ- (V2) = {V1}.  Но  V1    помечена.

Вершина   V2   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V3.

  Γ+ (V3) = {V4}.  Но  V4    помечена.

Γ- (V3) = {V1 , V5}.  Но  V1    помечена, а  z53 = 0..

Вершина   V3   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V4.

  Γ+ (V4) = {V5}. 

Присваиваем вершине  V5    метку  + V4, r5=   min(r4,q45-z45) = min(10, 5 -0) = 5.    Метка  V5:    + V4, r5= 5.
Γ- (V4) – {V2 , V3}.  Но  V2    помечена, и V3  помечена.
Вершина   V4  помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V5.

  Γ+ (V5) = {V7 , V3}. 

Присваиваем вершине  V7    метку  + V5, r7=   min(r5,q57-z57) = min(5, 11 -0) = 5.    Метка  V7:    + V5, r7=   5.
Вершина  V3 помечена.  

Γ- (V5) – {V4 , V6}.  Но  V4   и  V6помечены.

Вершина   V5   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V6.

  Γ+ (V6) = {V5 , V7 , V8}. Но  V5   и   V7 помечены. Присваиваем вершине  V8    метку  + V6, r8=  min(r6,q68-z168) = min(10, 21 -0) =10.    Метка  V8:    + V6, r8=   10.
Γ- (V6) = {V2}.  Но  V2    помечена
Вершина   V6   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V7.

  Γ+ (V7) = {V9 , V10}. 

Присваиваем вершине  V9    метку  + V7, r9=   min(r7,q79-z79) = min(5, 8 -0) =5.    Метка  V9:    + V7, r9= 5.
Присваиваем вершине  V10    метку  + V7, r10=   min(r7,q710- z710) = min(5, 11 - 0) =5.    Метка  V10:    + V7, r10=   5
Γ- (V7) – {V5 ,  V6   V8}.  Но  они    помечены.

Вершина   V7   помечена и просмотрена.

Все вершины помечены. Получили цепь  V10, V7, V5, V4, V2,V1

 Назначим новые потоки, учитывая, что в = 5.

  Метка  V10:    + V7, r10=   5. Значит поток  z710 = 0+5 =5.

Метка  V7:    + V5, r7=   5. Значит поток  z57 = 0+5 =5.

Метка  V5:    + V4, r5= 5. Значит поток  z45 = 0+5 =5..

Метка  V4:    + V2, r4=   10. Значит поток  z24 = 0+5 =5.

Метка  V2:    + V1, r2=   10. Значит поток  z12 = 0+5 =5.

Остальные потоки равны 0.

Стираем все метки и начинаем с начала строить разрезы с новыми потоками.

Вершине   V1   присваиваем  метку r1= ∞.

 Просматриваем вершину   V1.

  Γ+ (V1) = {V2 , V3}. 

Присваиваем вершине  V2    метку  + V1, r2=   min(r1,q12-z12) = min(∞, 10 -5) =5.    Метка  V2:    + V1, r2= 5.
Присваиваем вершине  V3    метку  + V1, r3=   min(r1,q13-z13) = min(∞, 17 -0) =17.    Метка  V3:    + V1, r3=   17.
Γ- (V1) – пусто.

Вершина   V1   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V2.

  Γ+ (V2) = {V4 , V6}. 

Присваиваем вершине  V4    метку  + V2, r4=   min(r2,q24-z24) = min(5, 13 -5) =5.    Метка  V4:    + V2, r4=   5.
.Присваиваем вершине  V6    метку  + V2, r6=   min(r2,q26-z26) = min(5, 23 -0) =5.    Метка  V6:    + V2, r6=   5.
Γ- (V2) = {V1}.  Но  V1    помечена.

Вершина   V2   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V3.

  Γ+ (V3) = {V4}.  Но  V4    помечена.

Γ- (V3) = {V1 , V5}.  Но  V1    помечена, а  z53 = 0..

Вершина   V3   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V4.

  Γ+ (V4) = {V5}. 

  Присваиваем вершине  V5    метку  + V4, r5=   min(r4,q45-z45) = min(5, 5 -5) = 0. Значит, этой вершине метку не присваиваем.

Γ- (V4) – {V2 , V3}.  Но  V2    помечена, и V3  помечена.
Вершина   V4  помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V5   не помечена, то её пока не просматриваем

Просматриваем вершину   V6.

  Γ+ (V6) = {V5 , V7 , V8}. 

. Присваиваем вершине  V5    метку  + V6, r5=   min(r6,q65-z65) = min(5, 14 - 0) = 5.Метка  V5:    + V6, r5= 5.

.Присваиваем вершине  V7    метку  + V6, r7=   min(r6,q67-z67) = min(5, 10-0) = 5 Метка  V7:    + V6, r7= 5.

Присваиваем вершине  V8    метку  + V6, r8=  min(r6,q68-z168) = min(5, 21 -0) =5.    Метка  V8:    + V6, r8=   5.
Γ- (V6) = {V2}.  Но  V2    помечена.
Вершина   V6   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V5.

  Γ+ (V5) = {V7 , V3}. Но  V3 и V7 помечены.

 Γ- (V5) – {V4 , V6}.  Но  V4   и  V6помечены

Вершина   V5   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V7.

  Γ+ (V7) = {V9 , V10}.   

Присваиваем вершине  V9    метку  + V7, r9=   min(r7,q79-z79) = min(5, 8 -0) =5.    Метка  V9:    + V7, r9= 5.
Присваиваем вершине  V10    метку  + V7, r10=   min(r7,q710- z710)= = min(5, 11 - -5) =5. 

Все вершины помечены.

Все вершины помечены 

. Получили цепь  V10, V7, V6, V2, V1

 Назначим новые потоки, учитывая, что в = 5.

  Метка  V10:    + V7, r10=   5. Значит поток  z710 =5+5 =10.

Метка  V7:    + V6, r7=   5... Значит поток  z67 =0+5 =5.

Метка  V6:    + V2, r5= 5. Значит поток  z26 =0+5 =5..

Метка  V2:    + V1, r2=   10. Значит поток  z12 =5+5 = 105.

Потоки имеют вид  
                         V2        5            V6                   V8                         V10
                           ●                      ●                     ●                           ●

              10              5
V1 ●                          ●V4                        5                         100
                                            5
                         ●                         ●                    ●                            ●
                         V3                       V5                  V7                          V10
Рис. 28. Распределение потоков  после второй итерации.

Стираем все метки и начинаем с начала строить разрезы с новыми потоками.

Вершине   V1   присваиваем  метку r1= ∞.

 Просматриваем вершину   V1.

  Γ+ (V1) = {V2 , V3}. 

Присваиваем вершине  V2    метку  + V1, r2=   min(r1,q12-z12) = min(∞,10 - 105) =0.    значит, вершине V2 метка  не присваивается. 

Присваиваем вершине  V3    метку  + V1, r3=   min(r1,q13-z13) = min(∞, 17 -10) =1.    Метка  V3:    + V1, r3=   17.
Γ- (V1) – пусто.

Вершина   V1   помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V2   не помечена, то её пока не просматриваем

Просматриваем вершину   V3.

  Γ+ (V3) = {V4}.  

Присваиваем вершине  V4    метку  + V3, r4=   min(r4,q34-z34) = min(17,11 - 0) = 11. Метка  V4:    + V3, r4= 11.  

Γ- (V3) = {V1 , V5}.  Но  V1    помечена, а  z53 = 0..

Вершина   V3   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V4.

  Γ+ (V4) = {V5}. 

  Присваиваем вершине  V5    метку  + V4, r5=   min(r4,q45-z45) = min(11, 5 -5) = 0. Значит, этой вершине метку не присваиваем.

Γ- (V4) – {V2 , V3}.  Но  V3  помечена.

Присваиваем вершине  V2    метку  - V4, r2=   z24 = 5.

Метка  V2:    - V4, r2= 5.

Вершина   V4  помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V2.

  Γ+ (V2) = {V4 , V6}. 

Но  V4    помечена.

.Присваиваем вершине  V6    метку  + V2, r6= min(r2,q26-z26) =
= min(5, 23 -5) =5.    Метка  V6:    + V2, r6=   5.

Γ- (V2) = {V1}.  Но  V1    помечена.

Вершина   V2   помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V5   не помечена, то её пока не просматриваем.

Просматриваем вершину   V6.

  Γ+ (V6) = {V5 , V7 , V8}. 

. Присваиваем вершине  V5    метку  + V6, r5=   min(r6,q65-z65) = min(5, 14 - 5) = 5.
Метка  V5:    + V6, r5= 5.

.Присваиваем вершине  V7    метку  + V6, r7=   min(r6,q67-z67) = min(5, 10-5) = 5. Метка  V7:    + V6, r7= 5.

Присваиваем вершине  V8    метку  + V6, r8=  min(r6,q68-z168) = min(5, 21 -0) =5.    Метка  V8:    + V6, r8=   5.

Γ- (V6) = {V2}.  Но  V2    помечена.
Вершина   V6   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V5.

  Γ+ (V5) = {V7 , V3}. Но  V3 и V7 помечены.

 Γ- (V5) = {V4 , V6}.  Но  V4   и  V6помечены

Вершина   V5   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V7.

  Γ+ (V7) = {V9 , V10}.   

Присваиваем вершине  V9    метку  + V7, r9=   min(r7,q79-z79) = min(5, 8 -0) =5.    Метка  V9:    + V7, r9= 5.
Присваиваем вершине  V10  метку  + V7, r10= min(r7,q710- z710) = min(5,11-10) =1. 

Γ- (V7) = {V5 , V6}.  Но  V4   и  V6помечены

Все вершины помечены. Получили цепьV10, V7, V6, V2, V4, V3, V1 .    Имеем  в1 = 1,  в2 =5. Тогда  в = min (в1, в2) =1.                                   

 Назначим новые потоки, учитывая, что в = 1.

  Метка  V10:    + V7, r10=   5. Значит поток  z710 =10+1 =11.

Метка  V7:    + V6, r7=   5. Значит поток  z67 =5 + 1 =6.

Метка  V6:    + V2, r5= 5. Значит поток  z26 =5 +1 = 6..

Метка  V2:    - V4, r2=   5. Значит поток  z24 =5-1= 4.

Метка  V4:    + V3, r4= 11. Значит поток  z34 =0 + 1 =1.

Метка  V3:    + V1, r3= 17. Значит поток  z13 =0 +1 = 1..

Потоки имеют вид

                                             V6 
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Рис. 29 Распределение потоков  после третьей итерации

Стираем все метки и начинаем с начала строить разрезы с новыми потоками.

Вершине   V1   присваиваем  метку r1= ∞.

 Просматриваем вершину   V1.

  Γ+ (V1) = {V2 , V3}. 

Присваиваем вершине  V2    метку  + V1, r2=   min(r1,q12-z12) = min(∞,10 - 10) =0.    Значит, вершине V2 метка  не присваивается. 

Присваиваем вершине  V3    метку  + V1, r3=   min(r1,q13-z13) = min(∞, 17 -1) =16    Метка  V3:    + V1, r3=   16
Γ- (V1) – пусто.

Вершина   V1   помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V2   не помечена, то её пока не просматриваем

Просматриваем вершину   V3.

  Γ+ (V3) = {V4}.  

Присваиваем вершине  V4    метку  + V3, r4=   min(r4,q34-z34) = min(17,11 - 1) = 10  Метка  V4:    + V3, r4= 10  

Γ- (V3) = {V1 , V5}.  Но  V1    помечена, а  z53 = 0..

Вершина   V3   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V4.

  Γ+ (V4) = {V5}. 

  Присваиваем вершине  V5    метку  + V4, r5=   min(r4,q45-z45) = min(11, 5 -5) = 0. Значит, этой вершине метку не присваиваем.

Γ- (V4) ={V2 , V3}.  Но  V3  помечена.

Присваиваем вершине  V2    метку  - V4, r2=   z24 = 4

Метка  V2:    - V4, r2= 4
Вершина   V4  помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V2.

  Γ+ (V2) = {V4 , V6}. 

Но  V4    помечена.

.Присваиваем вершине  V6    метку  + V2, r6= min(r2,q26-z26) =
= min(4,23 -6) =4    Метка  V6:    + V2, r6= 4.

Γ- (V2) = {V1}.  Но  V1    помечена.

Вершина   V2   помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V5   не помечена, то её пока не просматриваем.

Просматриваем вершину   V6.

  Γ+ (V6) = {V5 , V7 , V8}. 

. Присваиваем вершине  V5    метку  + V6, r5=   min(r6,q65-z65) = =min(6 14 - 6) = 6.  Метка  V5:    + V6, r5= 6
.Присваиваем вершине  V7   метку  + V6, r7= min(r6,q67-z67) =
- min(6 10-6) = 4    Метка  V7:    + V6, r7= 4.
Присваиваем вершине  V8    метку  + V6, r8=  min(r6,q68-z168) = min(6, 21 -0) =6.    Метка  V8:    + V6, r8=   6.

Γ- (V6) = {V2}.  Но  V2    помечена.
Вершина   V6   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V5.

  Γ+ (V5) = {V7 , V3}. Но  V3 и V7 помечены.

 Γ- (V5) = {V4 , V6}.  Но  V4   и  V6помечены

Вершина   V5   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V7.

  Γ+ (V7) = {V9 , V10}.   

Присваиваем вершине  V9    метку  + V7, r9=   min(r7,q79-z79) = min(4, 8 -0) =4.    Метка  V9:    + V7, r9= 4.
Присваиваем вершине  V10  метку  + V7, r10= min(r7,q710- z710) = min(4,11-11) =0, значит, вершине V10 метка  не присваивается .
Γ- (V7) = {V5 , V8 ,  V6}.  Но  V5 , V8 и  V6помечены.
Вершина   V7   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V8.

Γ+ (V8) = {V7} Вершина   V7   помечена.

Γ- (V8) = {V6 , V10}.  Но  V6п.  помечен, а  . z10 8  = 0.

Вершина   V8   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V9.

Γ+ (V9) = {V10}.

Присваиваем вершине  V10  метку  + V9, r10= min(r9,q910- z910) = min(4,23-0) =4, Метка  V10:  + V9, r10= 4.
Все вершины помечены. Получили цепь  V10, V9 ,V7, V6, V2, V4, V3, V1 .

 Имеем  в1 = 4,  в2 =45. Тогда  в = min (в1, в2) =4.                                   

 Назначим новые потоки, учитывая, что в = 4.

 Метка  V10:    + V9, r10=   4. Значит поток  z910 =0+4 =4.

 Метка  V9:    + V7, r9=   4. Значит поток  z79 =0 +  4 = 4.

Метка  V7:    + V6, r7=   5. Значит поток  z67 =6 +4 =10

Метка  V6:    + V2, r5= 5. Значит поток  z26 =6 + 4 = 10..

Метка  V2:    - V4, r2=   5. Значит поток  z24 =4 – 4 =0.

Метка  V4:    + V3, r4= 11. Значит поток  z34 =1 + 4 = 5..

Метка  V3:    + V1, r3= 17. Значит поток  z13 =1 +4 = 5.

Потоки имеют вид

                     V2        10       V6                       V8                           V10
      10                                                                                 

V1                                    
                                                                10                       11                  4 

   5                     5           V4      
                      V3             5   

                                           V5                 5           V7        4                V9  
                                                                                         

Рис. 30 Распределение потоков  после четвертой итерации

Стираем все метки и начинаем с начала строить разрезы с новыми потоками.

Вершине   V1   присваиваем  метку r1= ∞.

 Просматриваем вершину   V1.

  Γ+ (V1) = {V2 , V3}. 

Присваиваем вершине  V2    метку  + V1, r2=   min(r1,q12-z12) = min(∞,10 - 105) =0.    значит, вершине V2 метка  не присваивается. 

Присваиваем вершине  V3    метку  + V1, r3=   min(r1,q13-z13) = min(∞, 17 -5) =12  
  Метка  V3:    + V1, r3=   12
Γ- (V1) – пусто.

Вершина   V1   помечена и просмотрена.

Т.к. вершина V2   не помечена, то её пока не просматриваем

Просматриваем вершину   V3.

  Γ+ (V3) = {V4}.  

Присваиваем вершине  V4    метку  + V3, r4=   min(r4,q34-z34) = min(12,11 - 5) = 6 
Метка  V4:    + V3, r4= 6 

Γ- (V3) = {V1 , V5}.  Но  V1    помечена, а  z53 = 0..

Вершина   V3   помечена и просмотрена.

Просматриваем вершину   V4.

  Γ+ (V4) = {V5}. 

  Присваиваем вершине  V5    метку  + V4, r5=   min(r4,q45-z45) = min(11, 5 -5) = 0. Значит, этой вершине метку не присваиваем.

Γ- (V4) ={V2 , V3}.  Но  V3  помечена, а. z24 = 0

Вершина   V4  помечена и просмотрена.

.Дальнейшая расстановка меток невозможна, значит, полученный поток является оптимальным. Он равен 15.

Связность в графах.

Пусть задан граф G, у которого р – вершин и q – ребер. Если для двух вершин существует цепь, то они называются связными. Граф называется связным, если у него все вершины связны. Если граф может быть задан в виде объединения нескольких подграфов, то каждый такой подграф называется компонентой связности, а количество компонент обозначается буквой k.



Рис. 31. G = G1 U G2,  k =2. 


                                             ●
Рис. 32. Несвязный граф, k=3.

Теорема. Пусть имеется три инварианта: р, q и k. Тогда 
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Доказательство по индукции:

1) Докажем, что р- k[image: image2522.wmf]£

q             (1)
 а).  Пусть  р=1; q=0; тогда  р-k=1-1=0 - верно.

 б). Пусть р=2; При k=2, получим: р-k=0, q=0. При k=1: 
 р-k=1.Слдовательно, неравенство (1) справедливо.

 в). Пусть неравенство (1) справедливо для некоторого р. Покажем, что оно справедливо и для р[image: image2523.wmf]|

= р+1, то есть мы должны показать, что справедливо р[image: image2524.wmf]|

-k[image: image2525.wmf]|
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q[image: image2527.wmf]|

 (2) , где q[image: image2528.wmf]|

 - количество ребер, получившихся после добавления вершины, а k[image: image2529.wmf]|

 - число компонент нового графа.

В самом деле:                      
При р[image: image2530.wmf]|

 = р+ 1, k[image: image2531.wmf]|

=k+1 и q [image: image2532.wmf]|

= q получим р [image: image2533.wmf]|

- k [image: image2534.wmf]|

=  р + 1- k-1 = р- k  [image: image2535.wmf]£

 (в силу неравенства (1)).[image: image2536.wmf]£

q = q [image: image2537.wmf]|

. 

Если же при р[image: image2538.wmf]|

 = р+ 1 имеем q[image: image2539.wmf]|

=q+n (n[image: image2540.wmf]³

1) и k[image: image2541.wmf]|

=k, то р[image: image2542.wmf]|
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=р+1-k[image: image2544.wmf]£

 (в силу неравенства (1)).[image: image2545.wmf]£

 q+1[image: image2546.wmf]£

q+n=q[image: image2547.wmf]|

. Неравенство (2) доказано.

2) Докажем, что  [image: image2548.wmf]2
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а). Пусть р=1; q=0; k=1. Тогда  [image: image2550.wmf]2
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Пусть неравенство (3) справедливо для некоторого р. Докажем, что оно справедливо и для р[image: image2551.wmf]|

=р+1, т.е. 
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     (4)
 б). Пусть р[image: image2555.wmf]|

= р+1; q[image: image2556.wmf]|

=q и k[image: image2557.wmf]|
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  в). Пусть р[image: image2563.wmf]|
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Что и требовалось доказать.

Циклы.


Цепь, в которой начальная и конечная вершины совпадают, называется циклом. Для циклов вводится понятие циклонического числа z= q-р+ k.

Если z=0, то граф не имеет циклов. Если же z=1, то граф имеет один цикл. Для мультиграфа z выражает число циклов.

Например: при р=4, q=8 и k=1: z= q-р+ k=8-4+1=5.

Теорема. 

Деревья.

Если граф не имеет циклов, то он называется ациклическим. В связном графе мостом называется ребро, при удалении которого увеличивается число компонент связности. Если в графе q=р-1, то граф называется древовидным. Ациклический связный граф называется деревом.

Теорема. Следующие утверждения равносильны, если для графа G выполнено любое из условий, то он дерево:

1) Граф ацикличен и связан.

2) Граф ацикличен и древовиден.

3) Граф связан и древовиден.

4) Граф ацикличен, но добавление одного ребра приводит к образованию ровно одного цикла.

5) Каждое ребро графа есть мост.

6) Любые две вершины соединены единственной цепью.

Доказательство:

Из 1 [image: image2575.wmf]®

2:

Граф ациклический и связный. Так как граф ацикличен, то z=0. Так как граф связный, то k=1. Т.к. z=q-р+k,     (1), то 0=q-р+1, тогда  q=р-1. А значит граф древовидный.

Докажем теперь, что из 2[image: image2576.wmf]®

3:

Так как граф древовидный, то q=р-1. Так как граф ациклический, то z=0. Подставим в (1): 0=р-1-р+k, отсюда k=1, следовательно, граф связный.

Из 3[image: image2577.wmf]®

4:

В графе G k=1; q =р-1; значит из  (11 получим)z=0. Добавим ребро и получим граф G [image: image2578.wmf]|

, в котором q [image: image2579.wmf]|

= q+1; р [image: image2580.wmf]|

=р и k [image: image2581.wmf]|

= k=1. Тогда z [image: image2582.wmf]|

= q [image: image2583.wmf]|

-р [image: image2584.wmf]|

+ k [image: image2585.wmf]|

= q+1-р+1=р-1+1-р+1=1. z=1,следовательно, образовался один цикл.

Докажем, что из 4 [image: image2586.wmf]®

5:

Допустим, что граф G таков, что некоторое ребро U – не мост, то есть его удаление не приводит к увеличению компонент связности, а значит, граф G [image: image2587.wmf]|

= G-U остается связным. По 4 он еще и ацикличен. Но если к связному ациклическому графу добавить ребро U, то должен получиться граф с циклом, значит граф циклический. Пришли к противоречию, следовательно, каждое ребро является мостом.

Из 5 [image: image2588.wmf]®

6:

Пусть граф G таков, что вершины V[image: image2589.wmf]i

 и V[image: image2590.wmf]j

 соединены двумя цепями. Так как каждое ребро мост, то удаление  какого-либо ребра из одной цепи должно привести к увеличению компонент связности, то есть V[image: image2591.wmf]i

 и V[image: image2592.wmf]j

 - не связаны. Но они связаны другой цепью. Пришли к противоречию, следовательно, любые две вершины соединены единственной цепью.

Из 6 цепь единственная.

Из 6[image: image2593.wmf]®

1:

Т.к существует цепь, связывающая любые две вершины, то граф связный. Предположим, что граф имеет цикл. Вершина V[image: image2594.wmf]i

 является началом и концом цикла. Тогда V[image: image2595.wmf]j

 связана с V[image: image2596.wmf]i

 двумя цепями. А это противоречит единственности цепи.

Что и требовалось доказать.
                                              V0

                                                •

                               V1 •

                                                              • V2

                         V3•

         V5  •                        • V6           • V7          • V8              • V9

      •        •       •       •           •         •         •      •    •     •

  V10   V11   V12  V13  V14    V15  V16  V17 V18  V19

Рис. 33. Граф-дерево
В деревьях обычно одну из вершин выделяют и называют корнем. 

Вершины, удаленные от корня на одно и то же расстояние образуют ярус. V0- нулевой ярус, V1, V2 – первый ярус, V3, V4, V7, V8, V9 – второй ярус, V5, V6, V15,  V16, V17,  V18, V19  - третий ярус, V10, V11, V12, V13, V14 – четвертый ярус.

Вершины, степень которых равна 1 (висячие) называются концевыми, или листьями. На рис. 33 – это вершины , V10, V11, V12, V13, V14V15, V16, V17,  V18, V19 .

Упорядоченное объединение непересекающихся деревьев называется лесом. Ясно, что лес является несвязным графом.

Остовом связного графа называется подграф, содержащий все его вершины и являющийся деревом. Такое дерево называют покрывающим граф.
Каждая вершина дерева называется узлом. 

Задача о минимальном остовном дереве.

Эта задача довольно часто возникает на практике при строительстве линий электропередач, каналов связи, газопроводов и т.п.

Задача. Пусть имеется связный взвешенный граф. Веса можно истолковывать как стоимости, расстояния и т.д.

Требуется построить остов с минимальным суммарным весом. (Если граф не связный, то требуется построить минимальный лес).

Существует много способов нахождения какого-нибудь остова данного графа. Например, алгоритм поиска в глубину строит остов по ребрам возврата, но этот остов может не быть кратчайшим.

    V1           1             V2               V1           1              V2                      

      •                           •                      •                             •

  4                2               2                                     2                 2

      •                           •                      •                             •

   V4          1               V3                    V4                         V3

        Рис. 34. Граф.                 Рис. 35. Дерево  кратчайших путей.

                   V1           1              V2                  V1           1              V2                      

                       •                             •                        •                             •

                                                      2                              2                 

                       •                             •                         •                             •

                       V4          1               V3                    V4             1            V3

                                     Рис. 36. Два кратчайших остова.

Жадный алгоритм Краскала построения кратчайшего остова.
Пусть задан связный граф, имеющий р вершин и  с различными длинами своих ребер. На первом шаге находим ребро наименьшей длины и помещаем его в будущий остов. Получили подграф. Затем из оставшихся ребер находим второе ребро наименьшей длины и помещаем его в подграф - будущий остов. Затем из оставшихся ребер находим ребро наименьшей длины, не образующее цикла с ранее выбранными ребрами, и  помещаем его в подграф. Продолжаем этот процесс до тех пор, пока есть ребра, не образующие цикл в подграфе. Т.к. граф связный, то в подграф попадут все вершины, т.е. подграф будет содержать р вершин. Следовательно, полученный в конечном итоге подграф будет остовным. Т.к. он ацикличен, то он дерево. А т.к. в него включались ребра наименьшей длины, то оно и будет искомым остовом.

Замечание. Поиск наименьшего ребра существенно упрощается, если упорядочить длины ребер по возрастанию. 

Ориентированные деревья.

Орграф называется ориентированным деревом (ордеревом), если

1. существует единственный узел, полустепень захода которого равна 0 (корень),

2. полустепень захода остальных узлов равна 1,

3. все узлы достижимы из корня.

Пример.

       •                                      •                            •                           •

        •                          •                 •            •       •         •                •

          •                                      •                                             •

                                                                                                             •             

               •

                       
Рис. 37. Ордеревья с 4 узлами.

Остальные ордеревья с 4 узлами изоморфны гоафам  на рис. 37.

Теорема. Свойства оррдеревьев.

1.Если q – число дуг, а p – число узлов  оррдерева, то q = p -1. 

2. Если в оррдереве отменить ориентацию ребер, то получится свободное дерево.

3. Для каждого узла существует единственный путь из корня.

4. В оррдереве нет контуров.

5. Если в свободном дереве любую вершину назначить корнем, то получится оррдерево.

Доказательство.

1. т.к. в каждый узел, кроме вершины, заходит единственная дуга (п. 1,2 определения), то q = p -1

2. Отмена ориентации в оррдереве приведет к созданию связного дерева  (иначе нарушается п.3 определения). Из доказанного свойства 1 следует, что этот граф древовиден. Граф связен и древовиден, значит, он – дерево.

3. Если допустить в ордереве наличие контуров, то при отмене ориентации получится граф с циклами, т.е.  не дерево, что противоречит свойству 2.

4.  Если предположить наличие двух путей для некоторого узла, то  при отмене ориентации получится граф с циклами, т.е.  не дерево, что противоречит свойству 2.

5. Пусть вершина  u  назначена корнем. Инцидентные с ней ребра ориентируем в глубину. Т.к. для любой вершины v существует единственная цепь, соединяющая u и v , то полустепень захода d+(v) =1 
[image: image2597.wmf]"

v, и каждый узел достижим из корня. 

Упорядоченные деревья.

Если в качестве корня в ордереве выбрать какой-нибудь узел v, то множество узлов, достижимых из v образует орграф с корнем v (поддерево). 

Если относительный порядок поддеревьев установлен, то ордерево называется упорядоченным.

Ордеревья и упорядоченные деревья часто используются в программировании. Например,  для представления выражений, вложенных блоков, для представления иерархической структуры операторов, структуры вложенности каталогов и файлов, скобочные структуры и т.д.

Существует договоренность об изображении корня вверху дерева, направление дуг сверху вниз, что позволяет не рисовать стрелок, если это не приводит к путанице.

  Если рассматривать деревья рис. 38 как упорядоченные деревья, то они все различные. Если рассматривать их как ордеревья, то 1 = П, но П ≠ Ш. Если рассматривать их как свободные деревья, то они все  изоморфны.
Бинарные деревья.

В информатике широко используются подмножества множества деревьев, в которых каждый узел является либо листом, либо образует два поддерева – левое и правое. Такой
 вид деревьев называется бинарным деревом. Бинарное дерево не является упорядоченным ордеревом.

Например, деревья а и b различны.


                                     Рис. 38 Пример бинарного дерева.

Бинарное дерево называется полным уровня п, если каждый узел уровня п является листом, а каждый узел меньшего уровня имеет непустые левое и правое поддеревья.

Примером полного графа может служить таблица розыгрыша кубка по какому-нибудь виду спорта по олимпийской системе (плей офф).

Эйлеровы циклы.

     Задача о Кёнигсбергских мостах.

По Кёнигсбергу протекает река Прегель, образующая два острова, связанных между собой и с берегами семью мостами. Надо разработать такой замкнутый маршрут, в котором каждый из мостов проходится один раз. Эта задача была решена Эйлером в 1736 г.

                                                                                                                                           



                                                                                                                                                      
                                                                                                                      

                                                                                                                                     

                                                                                                                                      
Рис. 39.    Задача о Кёнигсбергских мостах.

Задача сводится к построению циклического графа с 4 вершинами и 7 ребрами так, чтобы каждое ребро входило в него по одному разу.

 Аналогична задача о рисовании конвертов, не отрывая карандаша и не рисуя дважды одну линию.


       Рис.40. Закрытый и открытый конверты

Если граф имеет цепь (цикл), соединяющую две вершины и содержащую  все ребра графа по одному разу, то цепь (цикл) называется эйлеровой, а сам граф называется эйлеровым.

Теорема. Для того чтобы граф быт эйлеровым, необходимо и достаточно, чтобы число вершин, степень которых нечетна, равнялось 0 или 2.

Доказательство:

Необходимость:

Пусть граф эйлеров, то есть существует или эйлерова цепь, или эйлеров цикл. И пусть имеется одна вершина с нечетной степенью, не являющаяся ни начальной, ни конечной, степень которой равна 2п +1. Тогда  2п +1 – е ребро приведет нас в эту вершину       п +1-й раз, и покинуть её мы не сможем. Следовательно, такими вершинами могут быть только начальная и конечная. Их две  в случае наличия цепи и 0 в случае цикла.  

Достаточность:



                                       А                                       В

                    Рис. 41 Начальная и конечная точка цепи

Пусть имеется две вершины с нечетной степенью. Выйдя из вершины А, мы попадем в вершины, из которых всегда можно выйти. Таким образом, все ребра, инцидентные вершинам с четной степенью, будут пройдены, и мы придем к вершине В. Мы можем выйти, затем войти, но опять выйти уже не сможем. Таким образом, между А и В существует эйлерова цепь.

Докажем существование эйлерова цикла для вершины А:

Пусть эйлеров цикл существует для некоторых q[image: image2598.wmf]1

 ребер. Докажем, что он существует для q>q[image: image2599.wmf]1

. Так как для любого q[image: image2600.wmf]1

<q существует эйлеров цикл, а каждая вершина имеет четную степень, то существует вершина, принадлежащая обоим циклам (уже пройденному и еще нет, ребра которого не входят в 1 – ый цикл). Объединяя эти циклы, получим эйлеров цикл.

         Рис. 42 Образование эййлеровоого цикла.
Таким образом, из теоремы Эйлера следует, что задача о Кёнигсбергских мостах и о рисовании закрытого конверта решений не имеют,  т.к. вершин нечетной степени больше двух. Задача об  открытом конверте решение имеет. Построение его следует начинать из вершины нечетной степени.

Гамильтоновы графы.

В средине 19 века ирландский математик Уильям Гамильтон опубликовал задачу о «кругосветном путешествии». Требуется обойти все вершины графа (столицы государств) по одному разу и вернуться в исходную вершину.
                                              ●

                                             ●     

                                      ●               ●

                         ●     ●    ●        ●        ●        ●

                                      ●     ●        ●

                                  ●        ●     ●

                               ●                          ●

            Рис. 43 Задача о «кругосветном путешествии».

Если граф имеет простой цикл, содержащий все вершины графа, то этот цикл называется гамильтоновым  циклом, а сам граф называется гамильтоновым графом.

Гамильтонов цикл не обязательно содержит все ребра графа. Совершенно очевидно, что  гамильтоновы графы являются связными.

Решение задачи о «кругосветном путешествии».

Находясь в любой вершине, мы можем повернуть вправо (П) или влево (Л). Условимся вместо ПП писать П 2 и т.д. Тогда решение может быть задано формулой

(Л3 П3 (ЛП)2)2 = ЛЛЛ ППП ЛП ЛП ЛЛЛ ППП ЛП ЛП.

Решение не единственно. Можно начинать в обратном порядке. Можно провести круговую перестановку.
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